XXI OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

                                                           Segunda Fase – Nível 2 

Sugestão de prova / Prof. Caminha.
 




· A duração da prova é de 3 horas.

· Não é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.

· Você pode solicitar papel para rascunho.

· Entregue apenas a folha de respostas.

PROBLEMA 1  

Determine todos os inteiros positivos n para os quais é possível montarmos um retângulo 9 ( 10 usando peças 1 ( n.

PROBLEMA 2  

Determine o maior natural n para o qual exista uma reordenação (a, b, c, d) de (3, 6, 9, 12) tal que o número 

 seja inteiro. Justifique sua resposta.

PROBLEMA 3   

Sejam a, b, c, d, e, f inteiros não nulos e tais que os sete produtos –bd, –cd, ab, ad, de, cf, ef sejam dois a dois diferentes. Mostre que ao menos dois desses sete produtos são negativos.

PROBLEMA 4   

Seja ABCD um quadrado de lado 1. Escolhemos pontos M, N, P, Q respectivamente sobre AB, BC, CD e DA, de modo que as circunferências circunscritas aos triângulos MBN e PDQ sejam tangentes exteriormente. Mostre que MN +PQ 

.
PROBLEMA 5    

Dado um natural de três ou mais algarismos, podemos fazer com ele a seguinte operação: sendo 

 três algarismos consecutivos do número, podemos trocá-los por 
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, na mesma ordem. Contudo, a operação só é permitida se o novo número tiver a mesma quantidade de algarismos que o anterior.

Há uma seqüência de operações permitidas que transforme o número 447985369986 no número 474975368997? Justifique.
PROBLEMA 6    

Seja m um inteiro positivo dado, e considere o conjunto dos retângulos R satisfazendo as duas condições a seguir:

i.  Os comprimentos dos lados de R são inteiros distintos.

ii.  A diferença entre a área de R e a área do quadrado de lado igual à menor das dimensões de R é m. 

Mostre que não há dois de tais retângulos cujas diagonais sejam iguais.

SOLUÇÕES 

SEGUNDA FASE  - NÍVEL 2
PROBLEMA 1  

É claro que n deve ser no máximo 10 e dividir 90. Assim, restam para n as possibilidades 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10. Fora n = 6, é imediato que n pode assumir qualquer um dos outros valores acima. Começando a tentar montar o retângulo com peças 1 ( 6 a partir de um canto, concluímos prontamente que a tarefa não é possível.

PROBLEMA 2  

A fatoração em primos de 

é 

, já que 

. Fazendo c sucessivamente igual a 3, 6, 9 e 12, é fácil concluir que o maior valor possível de n é 21, obtido com 

.

PROBLEMA 3   Como 

 e 

, segue que há ao menos um número negativo dentre 

 e ao menos um número negativo dentre 

.

PROBLEMA 4   A figura abaixo representa a situação, onde X e Y são os pontos médios do
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segmentos MN e PQ e Z é o ponto de tangência das circunferências. Então, como 

, segue que BX = MX = NX = XZ e DY = QY = YP = YZ. Assim, MN + PQ = BX + XZ + ZY + YD ( BD = 

, pelo teorema de Pitágoras.

PROBLEMA 5  Lembremos que 11 divide o número 

 se e só se a expressão 

 for um múltiplo de 11. Assim, como



,

as operações permitidas levam múltiplos de 11 em múltiplos de 11. Como 447985369986 é múltiplo de 11 mas 474975368997 não é, não há seqüência de operações que lave um dos números ao outro. 

PROBLEMA 6  

Sejam a < b e c < d os lados de dois retângulos distintos satisfazendo as condições. Então 

. Se os retângulos tivessem diagonais iguais, teríamos 

, ou ainda 

. Simplificando, viria que 

. Se 

 temos 

, um absurdo. Mas a = c implica b = d, e os retângulos não seriam distintos, o que é um novo absurdo.




Problemas Suplementares
7.  Mostre que é impossível particionar um retângulo 39 ( 55 usando peças dos formatos 11 ( 11 e 5 ( 5.

8.  Mostre que um cubo de lado 6 pode ser montado usando peças do formato abaixo, onde cada cubinho tem lado 1
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9. Mostre que o número 0,1234567891011121314 ... é um irracional.

10.  ABCD é um trapézio de bases AB e CD e lados não paralelos BC e AD. Se o lado BC mede 10 e a distância do ponto médio do lado AD à reta BC é igual a 6, qual a área do trapézio?

11.  Duas pessoas A e B disputam o seguinte jogo: inicialmente, uma terceira pessoa entrega um inteiro x a A,  x > 1. Em seguida, A deve entregar a B um divisor positivo de x menor que x, digamos y. B por sua vez retorna a A um divisor positivo de y menor que y, e assim por diante. O jogador que primeiro retornar ao seu oponente 1 ou um número primo perde. Encontre todos os valores de x para os quais A tem uma estratégia para vencer.

12.  Sejam m e n inteiros maiores que 2 e tais que mn é par. Mostre que podemos cobrir um tabuleiro m ( n usando peças de ao menos um dos formatos abaixo
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13.  Seja ABC um triângulo acutângulo e O o centro de sua circunferência circunscrita. Uma circunferência ((), passando por A e B, intersecta AO e BO respectivamente em P e Q, e os prolongamentos de BC e AC em R e S, também respectivamente. Sendo T o ponto de interseção da retas RS e AC, U o ponto de interseção das retas QS e BC e V o ponto médio de RS, mostre que VU = VT.

14. Sejam a > b > 0 reais dados. Mostre que 




XXI OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Segunda Fase – Nível 1

Sugestão de prova / Prof. Florêncio.

· A duração da prova é de 3 horas.

· Não é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.

· Você pode solicitar papel para rascunho.

 -      Entregue apenas a folha de respostas.
PROBLEMA 1 

Corte 10 algarismos do número 1234512345123451234512345, para que o número restante seja o maior possível.

PROBLEMA 2 

Encontre o menor tabuleiro quadrado que pode ser ladrilhado usando peças com o seguinte formato:
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Obs: Ladrilhado significa completamente coberto, sem superposição de peças, e nenhum ponto fora do tabuleiro é coberto por alguma peça.

PROBLEMA 3 

Em certo ano, o mês de janeiro teve exatamente 4 segundas-feiras e 4 sextas-feiras. Neste ano, em que dia da semana caiu o dia 20 de janeiro?

PROBLEMA 4 

Pedro distribuiu 127 moedas de 1 real em sete caixas e colocou em cada uma delas uma etiqueta dizendo o numero de moedas que possui. Essa distribuição foi feita de forma que qualquer quantia de R$1,00 a R$127,00 pudesse ser paga entregando-se apenas caixas fechadas. De que maneira Pedro fez essa distribuição?

PROBLEMA 5 

Dois viajantes iam por uma estrada quando pararam para o lanche. Um deles possuía cinco pães e o outro três. Quando iam começar a comer, apareceu um terceiro viajante faminto. Compadecidos, os dois primeiros resolveram repartir igualmente seus pães entre eles três, e assim fizeram. Ao terminarem de lanchar, o terceiro viajante lhes recompensou com oito moedas de ouro. Sabendo-se que os dois viajantes repartiram as moedas entre si de forma justa, pergunta-se: com quantas moedas cada um deles ficou? 

PROBLEMA 6 

Um dragão tem 100 cabeças e só morre quando todas as cabeças forem cortadas. Um cavaleiro possui 2 tipos diferentes de espadas. Com um golpe da primeira espada ele pode cortar fora exatamente 17 cabeças do dragão, mas se ele continuar vivo, no lugar nascem 11 novas cabeças. Quando ele usa a segunda espada, ele pode cortar fora exatamente 5 cabeças, mas se o dragão continuar vivo, no lugar surgem 8 novas cabeças. Pode o dragão morrer?

SOLUÇÕES 

SEGUNDA FASE  - NÍVEL 1
1) 

O maior número restante é 553451234512345. Para ver isto, podemos supor que os cortes são feitos da esquerda para a direita. Se deixarmos de cortar todos os quatro primeiros algarismos, o número que resta começará por 1, 2, 3 ou 4. Logo, menor que o número acima. Feito isto, se deixarmos de cortar a segunda seqüência 1234, o número que resta terá na primeira ou segunda casa, da esquerda para a direita, 1, 2, 3 ou 4. Ainda menor que o número acima. Os dois primeiros 5 devem permanecer, pois retirando-se um deles, completamos 9 retiradas e aí algum algarismo da terceira seqüência 1234 aparecerá na 1a ou na 2a casa. Finalmente devemos cortar a seqüência 12, que ocupa a 11a  e 12a posição.

2) 

O menor tabuleiro é do tipo 10 x 10 coberto com 20 peças, como mostrado, por exemplo, pela figura abaixo, à esquerda. 
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Com efeito, o número de casas do tabuleiro é um quadrado perfeito múltiplo de 5. Logo é 25, 100, 225 ou ... etc. Mas um tabuleiro 5 x 5 não pode ser coberto com peças deste tipo, pois ao tentarmos completar uma lateral do tabuleiro, seremos conduzidos a uma das duas figuras à direita, as quais não se deixam completar pelas peças para formar todo o tabuleiro.
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3) O dia 20 de janeiro caiu num domingo. Com efeito, analisando se foi 2a feira ou 6a feira o dia da semana que veio primeiro em janeiro, só há duas possibilidade.

Primeira:                2ª feira, 6ª feira, 2ª feira, 6ª feira, 2ª feira, 6ª feira, 2ª feira e 6ª feira.

Neste caso, contando desde a primeira 2ª feira, até a última 6ª feira dá 26 dias. Para completar o mês sobram dois sábados e dois domingos. Mas aí, janeiro teria 26 + 4 = 30 dias, o que não acontece.

Segunda:                6ª feira, 2ª feira, 6ª feira, 2ª feira, 6ª feira, 2ª feira, 6ª feira e 2ª feira.

Contando obtemos 25 dias neste intervalo. Para completar o mês sobram duas 3as feiras, duas 4as  feiras  e duas 5as feiras,  que preenchem os 31 dias de janeiro. Logo, o dia 1º de janeiro caiu numa 3a feira e portanto o dia 20 de janeiro caiu num domingo. 

4) Basta distribuir as moedas em 7 caixas contendo respectivamente 1, 2, 4, 8, 16, 32 e 64 moedas. Para outros pagamentos Pedro pode fazer 3 = 1 + 2, 5 = 1 + 4, 6 = 2 + 4, 7 = 1 + 2 + 4. Assim já pode pagar as quantias de 1 a 7 reais com o conteúdo das caixas. Somando-se a parcela de 8 a estas somas chega-se nas somas de 9 até 15. Somando-se a parcela de 16 às 15 somas assim formadas obtém-se somas de 17 a 31. A estas acrescenta-se a parcela de 32. E finalmente a parcela de 64, obtendo-se assim todas as somas de 1 a 127 = 1+ 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64.

5) Cada um dos três viajantes comeu 8/3 = 2 + 2/3 de pães. O que possuía 3 pães deu então 1/3 de pão para o viajante faminto. O que possuía 5 pães deu 2 pães e 1/3, isto é 7/3, logo ele contribuiu 7 vezes mais que o primeiro. Por isso quem possuía 5 pães recebeu 7 moedas, enquanto o que possuía 3 pães recebeu 1 moeda. 

6)  O dragão não morre. Com efeito, cada vez que o cavaleiro usa a espada desaparecem 6 ou nascem 3 cabeças. Logo o número de cabeças se altera por um múltiplo de 3. A única chance do dragão morrer é se, em algum instante, ele ficar com 17 ou com 5 cabeças. Mas 100 – 17 = 83 e 100 – 5 = 95 não são múltiplos de 3.
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