Sejap > 2 um inteiro, prove que, se f(x)=x*+x+ p € primo para 0< XSE, fé

primo paratodo 0<x<p -2.

Suponha que exista um divisor proprio de f(x) para algum valor de x, com J:g <X< p-2.

Tome g como o menor primo que é um desses divisores proprios, nao € muito dificil ver
que g > 2, basta verificar que { p, p+2, ..., pt k(k+1) }={p}tem Z,ep#0.

Lema 1: Se

f (k)= a(modm), f(k+m)= f (k) + m(m+1+2k)= f(k+m)=a(modm)
Considere f(x) € Zq[X], podemos estabelecer o seguinte lema:

Lema 2. f(x) = f(y) em Zy[X] @ x=youx=-y—-1

Dem.

f(x)=f(y)ox2+x=y*+ye xX* —y? = (x+ y)x-y)=y-x

se X # Y, como Z, é corpo, podemos aplicar a lei do cancelamento de fatores, logo:
(X+y)x—y)=y-xx#zyo x+y=-1lcx=-y-1

Dos lemas 1 e 2, temos: f(0)= f(q-1), f(1)= f(q-2)...., f(k)= f(q—k-1),k qu‘l

e, se g divide algum valor de x no intervalo acima, o conjunto

S= { f(0), f (2),..., f(qTJrlj} < Z, deve conter um Unico zero.

: ] . q+l_|p
Para isso ser possivel temos necessariamente que T > g .

A seguinte desigualdade pode ser inferida ja que o menor fator primo de um namero
composto ndo pode exceder sua raiz quadrada e f € uma funcéo crescente para 0s

naturais:
2
quf(q__i_lJ:J(q__l_lj(qLS)_’_p< (quj +p<(qL2j+J£:>q<2+ZJE
2 2 2 2 2 3 3

Notamos entéo que Jg < qT+1 <§+J§. Este intervalo tem comprimento 3/2, logo o

namero de inteiros que ele possui € sempre menor ou igual a dois, logo os possiveis 0 de

S sao f(qT_lj f(qTJrlj vamos agora provar que nenhum deles é 0 médulo qg.



Lema 3. f(k+1)— f(k)=(k+1[(k+2)-k]=2(k+1)

.......... A (S (%

Se o pendultimo termo for um 0 em S, temos, pelo lema 3, que o termo anterioré 1 e o
préximo termo também € 1, mas isso contraria o lema 2, que nos garante que todos 0s
elementos de S sé&o distintos.

_q®+4q+4p+3
4

Primeiramente vamos notar que se o ultimo elemento é 0 o penultimo € -1, o

antepenultimo é -2, de modo geral, param > 0, f(%g— mj =—m’-2m-2.

Sobrou entéo provar que f(q;lJ ndo é um 0 em S.

2
Sendo assim, f(0)= —[%3)((17”)—2: _q_TM: p=4p=2q-q°>-5

Substituindo 4p no ultimo elemento:
f(q+1j_ q°+49+29-q*-5+3 6g—2 3q-1

q+1 :
,logo g< f| —— | < 2q, e assim
2 4 4 g0 q (2] q

provamos que ndao ha nenhum 0 em S e, chegamos a conclusédo de que o enunciado é
valido.
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