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RECIPROCIDADE QUADRATICA

Carlos Gustavo T. de A. Moreira & Nicolau C. Saldanha, Rio de Janeiro - RJ

¢ Nivel Avancado.

A lei de Gauss de reciprocidade quadrética afirma que se p e g s@o primos ha
uma relacdo direta entre p ser quadrado médulo g e g ser quadrado médulo p. Este
teorema fornece um rédpido algoritmo para determinar se a € quadrado médulo p
onde a € um inteiro e p um nimero primo. Lembramos que a € quadrado médulo n

se existe x € Z com x”> = a(mod n). Este artigo foi adaptado de [3].
Definic@o: Seja p um primo e a um inteiro. Definimos o simbolo de Lagrange [ﬁ]
p
por
0 se p divide a
[ﬁ ] =3—1 sea ndo é quadrado médulo p
1 se p ndodivide a e a é quadrado médulo p.

Proposi¢cao: Seja p um primo impar e a € Z tal que p ndo divide a.

p
Demonstracdo: Sabemos que se p ndo divide a entio a””' =1(mod p), ou seja,

p-1
Entdo [E]E a ? (mod p).

xP1—1 tem como rafzes 1, 2,..., p — 1 em Z/pZ. Por outro lado,
rl rl
x”_l—1=[x 2 —IIx 2 +1] Se existe b € Z tal que a=b*(mod p)entio

p—1

b"™" =1(mod p); ou seja, [£]=IE a 2 (mod p).
p

p-1

a

Como x” = y*(mod p) & x=*y(@mod p), hd pelo menos

quadrados em

p-1

(ZIpZ)*, logo os quadrados sdo exatamente as raizes de x > —1 em Z/pZ, donde os

p-1
~ ~ . EN : b ~
ndo quadrados sdo exatamente as rafzes de x 2 +1, ou seja, se | — |=—1entdo
p

p-1

b ? =-1(mod p).
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Corolario: Se p é primo impar entdo (_—1] =(-1)".
p

Vamos agora reinterpretar a proposicio. Seja ae (Z/pZ)*. Para cada

. p— . p—1
j=12,., 5 €SCrevemos a - j Como €;/m; com € ; € {-11}e m; € {1,2,...,—}.

2
Se m; =m; temos a-i=a-j ou a-i=-a-j; a primeira possibilidade implica

i=j e a segunda € impossivel. Assim, se i#j temos m; #m; donde

{ml;mz;...;mp_l}={1,2,...,p—_1}. Assim,
B 2

-l (a~1)(a~2).{a~p_1}
[ 2

p 1.2 L_l
2
185 € My MMy -t T,y
_ 2 2
= — =€,€,..€ ,_;(mod p)
1.2 p-l ES
2
donde 4 =€&,..€, |, pois ambos pertencem a { — 1, 1}. Assim, 4 =(— l)m,
p 2 p
onde m € o nimero de elementos j de {1,2,...,])7_1} tais que E; =—1. Como

primeira conseqiiéncia deste fato temos o seguinte resultado.

Proposicao: Se p é um primo impar entdo

2 _( l)ﬁ— 1, se p=+*1 (mod 8),
p - T —1,se p =13 (mod 8).

Demonstragdo: Se p=1(mod4), digamos p=4k+1, temos 2k. Como

1£2j< para j<ke <2j<p-1para k+1< j<2k, temos

[3]—GJY—{L se p=1 (mod8),

p—1 p—1
2

—1, se p=5 (mod 8).
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p—

Se p=3(mod4), digamos p =4k +3, temos ! =2k +1. Para 1< j<k temos

ISZjsz_l epara k+1< j<2k +1temos

a :(_1)k+l: -1, se p=3 (mod8),
p 1, sep=7 (modS8).

Teorema: (Lei de reciprocidade quadratica) Sejam p e ¢ primos impares.

Entdo | £ |= (- 1) 4
7 p

Demonstragao: Na notacdo acima, com a = ¢, para cada j € P, onde
P={1.2,...(p—1)/2},

temos que £; =—1 seeséseexistey € Ztalque —(p—1)/2<qj— py<0. Tal y
deve pertencer a Q, onde Q ={1,2,...,(g—1)/2}.

p2_1<2j3p—1,donde

Assim, temos que [1]:(—1)’" onde m:|X| e
p

X ={(x,y)€ PXQ|—(p—1)/2£qx—py<O};

note que gx — py nunca assume o valor 0. Analogamente, [2]: (1), onde n= |Y |
q

e Y={(x,y)€ PXQ|O<qx—pyS(q—l)/2}

q
Z={xy)e PxQl-(p-1)/2<gx— py<(g—1)/2}
pois gx — py nunca assume o valor 0. Temos k :|C|—|A|—|B| onde C=PxQ,
A={x. e Clgx-py<~(p-1/2}
B={(x.y)e Clax— py>(q-112}

Como |C| =(p—-D(g—-1/4, basta mostrar que |A|:|B|. Mas f:C — C definida
por f(x,y)=(((p+1)/2)—x,((g+1)/2)—y) define uma bijecdo entre A e B

Dai segue que [BIE]: (-D* onde k=m+n= |Z| onde
p
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Exemplo: Se n>1e p=2% +1 é primo, entio 3 nio é quadrado médulo p (e logo 3
€ raiz primitiva médulo p; ver [1]).

De fato, como p=I1(mod 4),[3]= (%} mas 2% = I(mod 3), como pode ser
p
facilmente mostrado por indugdo, donde p =2% +1=2(mod3), e (%}: (%}: —1.
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