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Reaordamos inicialmente uma propriedade da funcéo ¢ de Euler, provada em [2] (Lema 2,
pagina 52). Lembremos que, para n inteiro positivo,
¢(n):=#H{alZ/nZ|aéinvertivelmdédulon} =#HkOZ|0<k<n e mdc(m,n) =1}.
Teorema 1 Paratodo retura n,

Zfl)(d) =n.

djn

Prova: Considere @& n fragdes

e simplifique cada uma delas: obtemos assm, para cada d|n, ¢(d) fragdes com denominador d,
donck segue aidentidade do enunciado.

Mais formalmente, dado allZ/nZ , sgamd =n/(n, @) ea = a/(n, a).
Claramente E'D(Z/dZ)*, e definimos assm uma fungéo de Z/(n) para aunido digunta dos
conjuntos (Z/dZ)*, onde d varia sobre os divisores de n. A inversa desta fun¢éo leva

E'D(Z/dZ)* em a, com a=na'/d, donce afungdo € umabijecd -

O processo de construir g a partir de f como

g(n) :% f(d)

€ bastante comum em teoria dos nimeros Um fato interessante sobre este tipo de construgéo é
ligado & nocé de funcdes multiplicativas. Dizemos que f:N - C é multiplicativa se

mdc(m,n) =10 f(mn) = f(m)f(n). A funcdo ¢ de Euler, por exemplo, € multiplicativa (ver
o corol&rio da pégina 47 de [2]). Se f € uma funcdo multiplicativa e n= p* ps*...p;* é a
fatoracdo primade n, entdo

* Adaptado do livro Primos de M ersenne (e outr os primos muito gr andes), dos mesmos autor es([1]).
k

f(n=I1f(p").Além diso, vale aseguinte

i=1
Proposicdo: Se f:N - C é multiplicaiva entdo g¢g:N - C, g(n)=Zf(d)é
djn
multi plicativa.

Prova: Se mdc(m,n) =1,g(mn) =UZ f(d)=g f(d,d,) =UZ f(d,)f(d,)=

daIn daIn
EZ f(dl)% f(dz)E: g(m)g(n) g

Note que esta proposicdo fornece uma nova prova do Teorema 1. pela multiplicidade de
Z ¢(d), basta provar que Zd)(d) =nsen é poténciade primo, mas £ p é primo
djn djn
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> #(d)=3 ¢(p')=1+3 §(p))=1+3 (p' ~p'™) = p".
dlp 1=0 =1 =1
Seria interessante poder inverter em geral identidades do tipo g(n) =; f(d) paraescrever f

a partir de g. O teorema anterior nos mostra que se fazemos f = ¢ na equagdo acima temos
g(n) = n; invertendo esta identidade teriamos uma férmula para ¢. Vamos mostrar como fazer
estetipo ceinversdo.

Definimos afuncéo de Mobius p:N - Z por

g—l)m, sen=p,pP,...p,,,COMp,, Ps,..., P, Primosdistintos,

p(n) = ) ) <
0, sen temalgumfator primorepetidcemsuafatoracéo

Assm, u(1) = u(6) = pu(10) = 1, u(2) = u(3) = p(5) = u(7) =— 1e u(4) = u(8) = K(9) = 0. Note
que u € umafuncdo multiplicativa.

Lema: Paratodointeiro pasitivo n temos
1, sen=1,

% M) = gj sen>1.

Dem: Como u é multiplicativa, h(n) = ; u(d) é multiplicativa.

k _

Temosh(1) = 1 e, paracadap primo ek > 1inteiro, h(p*)= Zu(p’)=1+(—b =0,
J:

donee sen>1, n=pi..p* 0 h(n) =h(pr*)h(pz*)h(Pi*) =0

Teorema 2 (Férmuladeinversdo de Mobius) Se paratodon > 0 temos

g(n) =; f(d)
g(n) = ; u(n/d)g(d).

Dem: Basta provar que

f(n)=;u<n/d)@;j f(d')E

Mas, escrevendod" = n/d e m = n/d' temos

;u(n/m@% f(d')%gﬁgu(d")ﬁ(n/m) SLE

Corolério: Paratodo retura n, ¢(n) = ; y(n/d)d = n; %d)



Teorema 1.2: (Segunda formula de inversdo de Mdbius) Sgam f e g funcdes reais com
dominio (0, +c) taisquef(t) = g(t) = 0 paratodot < 1. Se

0 xO
00-3, 1E & Bt

paratodox entdo, paratodox,

f(x>=gu(k)g§§§=gu(k>g§§§

f(x>=§lu(k)§2 f%ﬁ%

mas, tomandom = kr a Ultima soma éigual a
[ k Bﬁ
mzzl m H( ) Er m %

Apesar de ndo estar relacionada com o resto da nossa discussio, réo podemos deixar de
mencionar a seguinte conjedura.

Prova: Basta provar que

que pelo lema eigual af(x)

Conjectura (Hipo6tese de Riemann): Se a >1/2 entéo

n

lim ia Z u(m) =0.

nﬂoon =1

Esta € uma das formulagdes da famosa hipétese de Riemann, un dos problemas em aberto
mai s importantes da matemética
Podemos reenunciar esta onjecturaassm: sgja f :(0,+o) - R definidapor f(t)=0 set<

le

[

;f(t/k):], set=1

Entdo, paratodo a >1/2,
lim 1 =0.

n- oo ta

Defato, pela segundaférmuladeinversdo de Mobius temos

Ly
FO =2 um.
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