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Depois que Von Neumann e Morgenstern criaram a teoria dos jogos e a utilizaram para
estudar certos jogos discretos, vieram tentativas de aplicar esta teoria a situagoes continuas.
Havia um interesse especialmente grande por problemas com aplicagoes militares, como
a perseguicao de um aviao ou navio por um missil. Qual estratégia deveria ser seguida
pelo perseguidor? Seria possivel ao fugitivo evitar o choque? Por quanto tempo? Destas
perguntas surgiu a teoria dos jogos diferenciais que ja conta com uma imensa literatura;

alguns textos gerais sobre o assunto sao [Fr|, [I] e [KS].

Consideraremos neste artigo um problema particularmente simples de perseguicao e
fuga: o problema do ledo e do homem. Este problema é bem conhecido (veja [L] ou [F]]
para a versao continua) e foi usado na prova por equipes da 9% Olimpiada Iberoamerica-
na de Matemética. Dois jogadores A (o ledao) e B (o homem) movem-se em uma arena
limitada e a 1nica restricao sobre suas trajetorias é que as velocidades sao limitadas; A
persegue e tenta alcangar B (o le3o quer comer) e B tenta fugir de A (o homem nao quer
ser comido). Consideramos duas versoes do problema: na primeira discretizamos o tempo
de forma que os jogadores saltam alternadamente; na segunda, o tempo é continuo. Nosso
objetivo é em cada caso saber se existe uma estratégia para A (ou B) que garanta sua

vitéria.

Este problema é mais simples que a maioria daqueles tratados na literatura de jogos
diferenciais pois nao impomos restricoes a aceleragao ou curvatura das trajetorias; também
nao tentamos estimar o tempo até o choque. Apesar de simples, este problema ndo é
discutido em muitos livros de jogos diferenciais por nao se adequar bem a parte da teoria
geral. Todos os nossos argumentos sao elementares e o leitor s6 precisa saber geometria

plana e os rudimentos do calculo para seguir as demonstragoes.



I. Caso discreto

O leao A persegue sua vitima humana B em uma arena convexa limitada S. As
posicoes iniciais de A e B sao ps e pp; A e B pulam alternadamente distancias de no
maximo £4 e £g. O ledo A consegue golpear e assim derrubar e vencer B se e somente se
conseguir chegar a uma distancia menor ou igual a d de B (no caso d = 0, entendemos que

A vence apenas se conseguir saltar exatamente sobre B).

a. Caso £y =/lp,d>0

Neste caso, A tem uma estratégia para alcancar B. De fato, uma tal estratégia consiste
em dar passos de tamanho min{f4,d(pa,pp)} na direcdo de B. Suponha sem perda de
generalidade que £4 = 1. Com esta estratégia, a distancia entre A e B nunca aumenta
e, se a distancia logo antes do salto de A é menor ou igual a 1 + d entao A ganha o jogo
imediatamente. Na verdade, a distancia s6 se mantém inalterada enquanto B anda com
passos de tamanho £p ao longo da linha reta papp. Como a arena é limitada, B deverd
em algum momento freiar ou desviar-se desta direcao, o que implica em uma reducao da

distancia. Queremos verificar que a distancia em algum momento serd menor que d.

Para isso, note primeiramente que, se o passo de B desvia de um angulo 6 da direcao
PAPB, |pa — pB| = h > d, no préximo lance de A a distancia diminuird de pelo menos

h+1—+/1+ h% 4+ 2hcosf, como pode-se ver pela Figura A. Por outro lado,

h4+1—+1+h2+2hcosh>d+1—+/1+d2+ 2dcosf

pois esta expressao € monotona em h, como pode ser verificado estudando o sinal de sua

derivada.

Figura A



Seja D o didmetro da arena; B pode dar no méximo |4D| passos de comprimento
maior ou igual a 1/2 com desvio menor ou igual a w/|12D|: caso contrario, B sairia da
arena. De fato, se B desse mais de [4D] passos com desvios tao pequenos, o angulo entre
qualquer passo e a reta ligando as posicoes iniciais de A e B seria sempre menor ou igual
a /3 e, considerando as proje¢oes dos passos nesta reta, vemos que a distincia entre as

posicoes inicial e final de B seria maior que o didmetro da arena.

Assim, a cada |4D + 1] passos, ou existe um passo de B de comprimento menor
que 1/2; caso em que a distdncia diminui de pelo menos 1/2, ou existe um passo com
desvio maior que 7/[12D], caso em que a distdncia diminui de pelo menos d + 1 —

\/1+4 d? — 2d cos(m/[12D]). Portanto, A terminard por vencer.

b. Caso £y =/lp,d=0

Se A seguir a estratégia do item anterior, provavelmente nunca alcangard B. Por
exemplo, consideremos a situacao onde a arena contém um disco suficientemente grande e
B adota a estratégia de mover-se no bordo deste disco afastando-se o maximo possivel de
A. Excluindo-se algumas posi¢oes iniciais onde A pega B quase imediatamente, A nunca
pega B: tente construir uma seqiiéncia de posicoes de A e B de tras para frente e ficara

claro porqué.

Entretanto, A ainda tem uma estratégia vencedora. Suponha novamente £4 = 1 e seja
D o diametro da arena. O jogador A pode seguir a estratégia do item anterior até tornar
sua distancia a B menor que 1/(4D). Seja O um ponto que permanecerd fixo durante o
resto do processo e que coincide com a posicao de A neste momento; a partir de agora
a estratégia de A serd sempre saltar para um ponto do segmento OB tao proximo de B
quanto possivel. E facil ver que esta estratégia estd bem definida, isto é, que é sempre
possivel a A manter-se neste segmento. Mais: esta estratégia garante que a distancia entre
A e B nunca aumenta. De fato, sejam p4 e pp as posi¢oes em um dado momento; supomos
que B entdo salta para p’y e A para p'y. Sejam p’j e p/; as projecoes ortogonais de p4 € pp
na reta que passa por O, p/y e p’z (veja a Figura B). Claramente, d(p'y,p%) < d(pa,pB)
e portanto d(p'y,py) > d(p’z,p), donde d(p'y,p3) < d(pa,pB), como afirmamos. Falta

apenas provar que esta distancia torna-se igual a zero apés um numero finito de jogadas.

Dadas as posicoes pg € pp de A e B em um dado momento, seja plz um ponto que

dista no maximo 1 de pp e mais de 1 de py, de tal forma que B pode mover-se para
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Figura B

p’p sem ser imediatamente capturado. Como d(p’z,pa) > d(p’z, pB), 0 dngulo @3 é
obtuso. Seja k = d(O,pp). Pela lei dos cossenos, d(O,ps) > 1/d(O,pa)? + d(pa,p)z)? >
V(k—1/(4D))2+1 > k+ 1/(4D) (lembre que k < D). Assim, B deve, a cada jogada,

afastar-se de O de pelo menos 1/(4D) sob pena de perder imediatamente. Como a arena

é limitada, isto conclui a demonstragao.

c. Caso by < /lp,d >0

Neste caso, se a arena for suficientemente grande, a posi¢ao inicial distante dos bordos
e a distancia inicial entre A e B nao permitir vitéria imediata de A, B tem uma estratégia
para manter A a distancia. Um exemplo de estratégia para B é o seguinte: B se manterd
sobre um grande circulo fixo contido na arena e a cada jogada ele salta, sempre sobre este
circulo, de tal forma a aumentar tanto quanto possivel sua distancia a A. O jogador A
estard sempre ou longe do circulo por sua distancia a O ser pequena ou terd seu argumento
muito diferente do de B ja que, como a velocidade angular de A ao tentar aproximar-se
do circulo é substancialmente menor que a de B, B tem tempo suficiente para afastar-se

bastante.

Vamos ilustrar isto com um exemplo. Suponha que S seja um disco de raio 100km,
£y = 1m, g = 1,05m e d = 10m. Suponha ainda que B estd no bordo deste disco e
segue a estratégia acima. Na faixa em que a distancia de A ao bordo é menor que 3km, a
velocidade angular de B é maior que a de A: a cada passo, a distancia entre B e a proje¢ao
radial de A no circulo aumentard de mais de 1em. Assim, se A tentar reduzir sua distancia
ao circulo para menos de 1km, sera necessario dar pelo menos 2000 passos nesta faixa e
a distancia entre B e a projecao de A passard a ser de mais de 20m, demonstrando que

neste caso B foge facilmente de A.



I1. Caso continuo

No caso discreto os jogadores se movem aos saltos; queremos agora imaginar que os
jogadores, ao invés de saltarem alternadamente, movem-se continuamente. Da mesma
forma que no caso discreto limitamos o tamanho dos saltos, no caso continuo limitamos a
velocidade dos jogadores. Mais precisamente, a trajetéria de A (resp., B) deve ser derivavel
por partes (em relacdo ao tempo) e seu vetor velocidade deve sempre ter médulo menor

ou igual a v (resp., vp).

No mundo real, um jogador nao tem informacao instantdnea sobre a posi¢ao de seu
adversario: é preciso esperar pelo menos o tempo necessario para a luz ir de um ao outro.
Motivados por essa observagao, vamos introduzir um ingrediente extra no problema: o
tempo de rea¢do. Suponhamos assim que cada um dos jogadores tem informagao sobre a
posi¢do do adversario até um tempo f(d) anterior, onde d é a disténcia entre o jogador
e a imagem do adversario. A imagem do adversirio é definida como a sua posi¢cao no
mesmo tempo f(d) anterior. Observe que d e a imagem do adversario estao implicitamente
definidas por estas condiges desde que f seja crescente e derivdavel com f(0) =0e f'(d) <

1/(va + vp) para todo d, hipéteses que sempre assumiremos.

a. Caso vg > v4a

Neste caso, B consegue manter-se longe de A para toda f. A estratégia é andloga
ao caso discreto: B deve manter-se num circulo de raio grande e mover-se com velocidade
maxima na dire¢ao que o afasta da imagem de A. A demonstracao de que esta estratégia

funciona é como no caso discreto. Os detalhes sao deixados a cargo do leitor.

b. Caso vg =v4,d >0

Uma estratégia analoga & do caso discreto funciona para o jogador A qualquer que
seja f. Basta A andar por um tempo d/2v4 na direcdo da imagem de B e a disténcia,
como no caso discreto, diminuird, tornando-se eventualmente menor que qualquer niimero

positivo dado. Novamente, deixamos os detalhes como exercicio.
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c. Casovp =v4,d=0

Aqui, tudo depende de f. Se f(d) é da forma Ad, B tem dificuldade em saber como
fugir e (exceto se sempre adivinhar bem) termina por ser alcangado por A. Entretanto, se

f(d)/d tender a zero quando d tende a zero, A nunca alcancara B.

Neste ultimo caso, passamos a descrever uma boa estratégia para B. E conveniente
trabalhar em coordenadas polares. O jogador B escolhe uma espiral tendendo para um
circulo com concavidade sempre para dentro: por exemplo, a parametrizada por r =
ro(1 —1/(0 + 2)), 0 € [0,400). Feito isso, B anda com velocidade maxima nessa espiral
sempre que a imagem A’ de A estiver a uma distancia menor que, digamos, 7¢/2 e que seu
angulo satisfizer 64 < Op + f(d). Se 64: chegar a ser 6 + f(d), B passa a percorrer a

mesma espiral refletida em relagao ao raio que liga a posicao nesse instante a O.

Suponhamos por absurdo que existe uma estratégia para A que permita alcancar B.
Suponha ainda que tenha ocorrido uma inversao no sentido em que B corre a espiral.
Isto significa que pouco antes da inversdao o angulo 64 da imagem A’ de A satisfazia
04 < Op + f(d) e no momento da inversdo valia a igualdade 04 = 0p + f(d). Como,
entretanto, neste momento B inverteu o sentido de percurso, passamos a ter uma situacao
equivalente a 04 = 0p — f(d). O jogador A poderia facilmente, entretanto, reduzindo
seu préprio argumento, ter chegado a uma tal posicao sem fazer com que B invertesse
o sentido de percurso. Assim, para cada estratégia vitoriosa para A existe uma outra
estratégia, também vitoriosa, para a qual B nunca inverte o sentido de percurso da espiral.
Podemos portanto supor, sem perda de generalidade, que tais inversoes nao ocorrem e que

sempre vale 04 < 0p + f(d).

Ainda supondo que A alcance B, seja py o ponto onde A e B se encontram em
um tempo ty. Passando por pg, tomemos uma reta r qualquer contida no dngulo menor
formado entre o raio e a perpendicular a espiral, como na Figura C. Consideremos ainda
um feixe de retas paralelas a r, as curvas de nivel de uma coordenada auxiliar w definida
como uma func¢ao afim das coordenadas usuais. Podemos ainda supor que w é crescente

no tempo para as coordenadas de B pouco antes do choque.

Sejam w4 (t) e wp(t) as coordenadas w de A e B em um tempo ¢: para ¢ préximo de
to, devemos ter w4 (t) < wp(t), pois do contrario tefamos 64 > 0p + f(d), o que contradiz

nossas hipéteses. Consideremos entao as trajetérias de A e B a partir de um instante
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Figura C

qualquer t; < to ja4 na faixa que garante a desigualdade acima, como mostrado na Figura
D. Translade a trajetéria de B paralelamente a r e consideremos a tultima intersecao da
trajetoria de A com esta trajetéria transladada. Este ponto de intersecao corresponde a
tempos t4 > tp para A e B, respectivamente: a desigualdade vem de wa(ta) = wp(tp).
Refletindo a trajetéria transladada e a trajetéria de A em r (como na Figura E), vemos
que a trajetéria de A entre t4 e ty € mais longa que a trajetéria de B entre tp e tg, pois
a trajetoria de A duplicada é um arco por fora do arco convexo dado pela trajetoria de B
duplicada. Isto é um absurdo, e demonstra que, conforme afirmamos, esta estratégia de B

garante sua vitoria.

No caso f(d) = Ad, o argumento acima nao se aplica pois é impossivel construir um
feixe de retas com todas as propriedades necessarias. De fato, se B seguir a estratégia
acima e A perseguir B sempre perto do limite em que B muda de sentido, A alcanca
B. Além disso, pode-se provar que, para qualquer estratégia de B (baseada apenas na
informacao a que B tem acesso) existe uma estratégia de A para a qual A alcanga B. Por
outro lado, pelo que vimos acima, nao existe uma estratégia para A com a qual ele alcance

B qualquer que seja a estratégia adotada por B.
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