Formas diferenciais e o grupo fundamental

Nicolau C. Saldanha

Seja A um subconjunto aberto de R™; neste artigo mostramos como relacionar o espago
das 1-formas fechadas com o grupo fundamental de A. Mais precisamente, seja Z'(A) o
espago das 1-formas fechadas (i.e., com derivada nula) e B1(A) C Z1(A) o sub-espago das
1-formas exatas (i.e., que sdo derivadas de alguma 0-forma). Lembramos que 0-formas
sobre A sao fungoes de A em R e 1-formas podem ser identificadas com campos de vetores
via o produto interno usual. Com esta identificacio, B! é o espaco dos gradientes de
funcoes e Z' é o espaco dos campos de vetores que sao localmente gradientes de alguma
funcdo. Definimos H], ppam(4) = Z1(A)/B'(A); este espago é conhecido como o primeiro
espaco de cohomologia de de Rham de A (veja [BT] para uma discussao detalhada da
cohomologia de de Rham), Demonstraremos que H}, gyam(4) = Hom(7(4), R).

Esta relacao é bem conhecida, mas em geral é apresentada como conseqiiéncia de
outros teoremas muito mais gerais e poderosos, como o teorema de de Rham, o teorema
de Hurewicz, o teorema dos coeficientes universais ou a defini¢do de H'(A) em termos
de funcoes de A em S'. Nossa demonstracido supde apenas a definicio de de Rham para
H'(A) os fatos basicos sobre grupo fundamental e espagos de recobrimento (como em [Li2]
ou [M]) e a existéncia de partigdes suaves da unidade (como em [La] ou [Lil]). O leitor
que conhecer a defini¢ao de variedade perceberd que pode facilmente substituir A por uma
variedade qualquer.

O aberto A admite um recobrimento universal A. Seja p : A — A a aplicacio de
recobrimento, e sejam yo € A e 7o = = p(yo) € A pontos base para Ae A O grupo
fundamental 71 (A, z¢) admite pelo menos as trés seguintes interpretagoes:

(a) o conjunto dos caminhos fechados em A com extremos iguais a xg, identificando
caminhos homotépicos;

(b) o conjunto das imagens inversas de zy por p (identificamos aqui yo com e);

(c) o conjunto das transformagdes de recobrimento de A, isto 6, o conjunto das funcoes
continuas G de A em A satisfazendo po G = p.

Vamos supor que o leitor esteja familiarizado com estas interpretacoes de m;. Um
aberto U C A ¢é dito distinguido se a restricao de p a uma componente conexa U de
p~1(U) é um homeomorfismo entre U e U. Pela defini¢ao de espaco de recobrimento, A é
coberto por abertos distinguidos. Podemos tomar uma cobertura localmente finita de A por
abertos distinguidos: A = (Jc, Ux (isto é, para cada ponto = € A existe uma vizinhanga
de x que tem interseccao nao vazia com apenas um numero finito de Uy’s; a existéncia de
uma cobertura localmente finita segue da paracompacidade de A (veja [K]| para a defini¢ao
de paracompacidade)). Tomemos agora uma parti¢do suave da unidade subordinada a
esta cobertura, ou seja, uma familia de fungées C°, hy : A — [0,1], A € A, satisfazendo
Y xea Pa =1 com o suporte de hy contido em Uy (veja [La] ou [Lil] para a demonstragao
de que existe esta particdo da unidade). Isto conclui a lista dos pré-requisistos.
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Vamos & construcao da aplicacdo natural de H! para Hom(m (A, zp),R). Suponha
dada uma 1-forma fechada w € Z'(A) e um elemento g de m1(A, zg). Seja v:[0,1] — A
um representante suave de g; associamos a w e a g o valor da integral

/ Vw;
[0,1]

pelo teorema de Stokes é facil verificar que este nimero independe da escolha de y. A
verificacao de que esta aplicagao define um homomorfismo de H! para Hom(7, R) é trivial
(detalhes a cargo do leitor); devemos verificar que ela é injetora e sobrejetora.

Seja w uma forma que induz o homomorfismo nulo de 7; para R: isto significa que
a integral da forma sobre qualquer caminho fechado é sempre zero. Ou seja, podemos
integrar a forma w obtendo uma fungao v com dv = w, ou seja, w é exata. Assim, nossa
aplicacao é injetora.

Seja ¢ um homomorfismo de m; em R. Vamos construir uma forma w que seja levada
em ¢. As componentes conexas das imagens inversas dos abertos Uy formam uma cobertura
localmente finita de A chamemos esta cobertura de UA g AE N, gem(A zp). O segundo
indice funciona da seguinte forma: escolhemos arbltrarlamente uma componente conexa
de p~'(Uy) e chamamos este aberto de Uy .; dado g € 71(A), seja G a transformagao de
recobrimento correspondente a g: definimos U A,g COMO G(Uk,e). Seja, IND\,g a funcao com
suporte contido em UA,g satisfazendo

h)"g‘ﬁA,g = (h)\ Op)|0}\yg’

ou seja, decompomos a funcao hy o p como uma soma de funcoes com suportes contidos
nas componentes conexas de p~1(Uy). Definimos agora uma funcio suave u de A em R

por i
U= Z ¢(g)h>\,g;

)‘eAageﬂ'l

como nossa cobertura é localmente finita, localmente a “série” reduz-se a uma soma finita,
garantindo tanto a convergéncia quanto a suavidade. Afirmamos que a 1-forma w desejada
é definida por p*w = du.

Seja G A > Aa transformagao de recobrimento correspondente a g; € m1(A).
Observe que Gl(UAm) (G10G2)([Uxre) = U grgs € Prgigs ©G1 = hxg,. Assim,

uoGi= Y  dPhy = D, dgghag= Y ((g1) +$(9))hrg

AEA,gET™ AEA,gET AEA,gET

=¢(g1)+ Y. d(9)hrg=b(g1) +u.

AEA,gET

Portanto, G*du = du para qualquer transformacao de recobrimento GG, ou seja, existe uma
1-forma fechada w em A com p*w = du. Finalmente, se v é um caminho representando g,

/ Yw = / ¥*du
[0,1] [0,1]

= u(7(1)) — u(5(0)) = w(G(yo)) — u(yo) = ¢(g),
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onde ¥ é o levantamento de v e G é a transformacgao de recobrimento correspondente a g,
o que mostra que w de fato estd associada a ¢, e conclui a demonstracao.

Gostaria de agradecer a Elon Lages Lima por me incentivar a escrever este artigo.
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