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Introducao

O leitor certamente ja aprendeu em seu primeiro curso de calculo que fungoes continuas
de R em R nem sempre sao derivaveis. Em cursos mais avancados de andlise ele talvez
tenha aprendido também que funcoes continuas e mondtonas sao sempre derivaveis em
quase todo ponto (no sentido de medida de Lebesgue) mas que o conjunto dos pontos onde
a funcao nao é derivavel pode ser relativamente grande. O exemplo mais simples é a escada
de Cantor, que é continua, crescente, vale 0 em 0 e 1 em 1 mas tem derivada zero em quase
todo ponto. A escada de Cantor nao é estritamente crescente; é possivel construir uma
funcao continua, estritamente crescente, valendo 0 em 0 e 1 em 1 mas cuja derivada é zero
sempre que estiver definida (o que ocorre em quase todo ponto). Neste caso o conjunto dos
pontos onde a funcao ndao é derivavel serd denso e nao enumeravel apesar de ter medida
Z€ro.

A maioria das pessoas que conhece estes exemplos parece achar que estas sao funcoes
muito estranhas ou artificiais e que nunca aparecem “na pratica”, pelo menos em problemas
naturais e elementares. Neste artigo queremos desmentir esta opiniao descrevendo uma
situagao, que nos parece tanto natural quanto elementar, em que aparece uma tal funcgao.

1. O problema do jogador

Um jogador precisa de uma vultosa quantia a (suponhamos que a seja R$ 1.048.576)
ao amanhecer para pagar seus credores (mafiosos que responderdo com a morte a qualquer
atraso no pagamento) mas ele infelizmente ndo dispoe desta fortuna: mesmo depois dos
mais desesperados esforgos, conseguiu juntar apenas, digamos, za (e, infelizmente, z < 1).
Sua unica esperanca é conseguir fazer seu dinheiro crescer apostando no novo cassino da
sua cidade, o cassino de Cantor. Neste cassino, o fregués pode fazer apostas de qualquer
valor e ganhando, recebe o dinheiro apostado em dobro. A probabilidade de ganhar cada
aposta é p, um ndmero que nosso jogador, apostador inveterado (como vocé acha que ele
se endividou tanto?), conhece bem: digamos, p = 0.3. Qual é a probabilidade de sucesso
deste pobre jogador em funcao de z?

Vamos supor inicialmente que ele jogue da forma mais ousada possivel: quando ele
tem menos de a/2 (R$ 524.288), aposta tudo, e quando tem pelo menos a/2, aposta o
suficiente para, ganhando, chegar a a imediatamente. Com esta estratégia, nao é dificil
ver que, comegando com um nimero inteiro de reais, o jogador alcancara os R$ 1.048.576
ou perderd tudo em no maximo 20 jogadas. Mais, se f,(z) for a probabilidade de ganhar
comecando com x temos

fp(27), se x < 1/2,
fo(z) = {§+ (1—p) fp(22—1), sex>1/2.
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Por indugao no expoente do denominador, esta férmula (junto com os casos limite
fp(0) =0 e fp(1) = 1) define uma funcdo crescente nos racionais diddicos (por exemplo,
p(1/2) = p, fp(1/4) = p* e f,(3/4) = p+ (1 — p)p) cujo graifico estd esbogado na Figura
1. Vamos mostrar que f, estende-se continuamente ao intervalo [0, 1], que f, (estendida)
é estritamente crescente e sua derivada é igual a zero sempre que estiver definida.

f(X)

Figura 1

Melhor do que procurar uma férmula para f, é considerar a diferenga entre dois
racionais diadicos proximos:

(") () = P(fo(BEH) — fo(m0)), se m < 21,
"\ 2 P\2) | (= p) (fp(ma ) — fo(M5E)), sem > 2n,

Aplicando n vezes esta equagao obtemos o valor do lado esquerdo. Para obtermos uma
férmula mais fechada, vamos definir uma funcao auxiliar:

Definigao 1: Seja F': N — N a fun¢ao definida recursivamente por F(0) = 0, F(2m) =
F(m)e F(2m+1) =1+ F(m).



O simbolo N denota o conjunto {0,1,2,...} dos nimeros naturais. A defini¢ao nos
dd também um método para calcular F(n) para qualquer n dado: F(1) = 1+ F(0) = 1,
F(2)=F(1)=1, F(3) =1+ F(1) = 2. Também ¢ ficil ver que F(m) é o nimero de 1’s
na expansao bindria de m; por exemplo, F'(1996) = 7, ji que 1996 escreve-se na base 2
como 11111001100.

Juntando as formulas recursivas temos, por inducao,

fo <m2—: 1) —fp (2%> = p" T (1 — p)Fem.,

Vamos enunciar alguns lemas para organizar nossas conclusoes.

Lema 2: Seja p um nimero real com 0 < p < 1/2. Existe uma tnica fun¢do continua e
estritamente crescente
fp : [07 1] - [07 1]

com f,(0) =0 e f,(1) = 1 satisfazendo a seguinte identidade para quaisquer naturais m e

n comm < 2":
m-+1 m n—F(m F(m
fp(T)_fp<2_")_p ( )(1—p) .

Demonstracao: A identidade acima define o valor de f, para os racionais diddicos:

fp<2ﬁn)= > pr (- p)Fim,

o<m’'<m

é facil provar (por indugao) que o lado direito da férmula acima dd o mesmo valor para
qualquer escolha vilida de m e n (por exemplo, para m =n =1e m =n = 2 o lado
direito tem o mesmo valor p, coerentemente com f,(1/2) = f,(2/4)). Novamente pela
identidade, temos f,(™t1) — fp(#2) < (1 — p)™, a estimativa necesséria para demonstrar
que existe uma forma (obviamente tinica) de estender f;, a uma fungao continua no intervalo
[0,1]. Finalmente, como 0 < f,(™+1) — f,(2) e sempre podemos encontrar dois racionais
diddicos vizinhos entre dois nimeros reais distintos, f,, é estritamente crescente. [ |

A partir de agora usaremos a notacao f, para nos referirmos a funcao construida no
Lema 2. Observe que fy/5(z) = .

A seguinte férmula mais direta segue facilmente do lema anterior: se

z=>) 6,27, 6, €{0,1}
n=1

entao 5 >
o0 n— 6j (Sj
fo(x) =) bap <n (1—p)i<n
n=1
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Lema 3: A funcao f, satisfaz a identidade abaixo para todo x € [0, 1]:

fp(21), sex < 1/2,
folz) = {24_ (1—p) fp(22—1), sex>1/2.

Demonstracao: Demonstramos a identidade acima para racionais diddicos por inducao
no expoente do denominador; a identidade vale para qualquer nimero real pois f, é
continua. [ |

Como ja vimos, segue deste lema que f, descreve a probabilidade de nosso jogador
ser bem sucedido se ele seguir a estratégia ousada. Veremos na Secao 2 que esta é
uma estratégia 6tima, ou seja, que se o jogador seguir qualquer outra estratégia sua
probabilidade de ganhar ainda é no maximo f,(z). Na Secdo 3 mostraremos que f,(z) =0
sempre que esta derivada estiver definida, o que ocorre para quase todo z € [0,1] (no
sentido de medida de Lebesgue). Estas duas se¢oes podem ser lidas independentemente.

2. Outras estratégias

Antes de atacarmos nosso problema vamos demonstrar alguns resultados auxiliares
sobre as fungoes F' e f.
Lema 4: Para quaisquer naturais my e ma, F(my) + F(m3) > F(mi + ma).

Demonstragao: Isto é claro pelo algoritmo usual da adigao se interpretarmos F(m)
como o numero de 1’s na expansao base 2 de m. Deixamos uma demostracao por inducgao
a partir da definicao a cargo do leitor. [ |

Lema 5: Seja A > 1 um numero real e sejam m e |l nimeros naturais. Temos

Z ALFFG) > Z AF ()

m<i<m+l mAI<i<m-+2l

Demonstracdo: A demonstracdo é por inducio em [. Seja 2¥ a menor poténcia de 2
maior ou igual a [; escrevemos

)\1+F(i) — )\1+F(i) )\1+F(i)
2 > D> ,

m<i<m+l m<i<m+2l—2F m+21—2k <i<m+l
E AF@ — E AF@ § AF@)
m+1<i<m+21 m+1<i<m+2k m+2F <i<m+42l

Do lema 4 temos 1+ F(m) > F(m + 2¥) donde

Z ALFEG) > Z AF ()

m<i<m+2l—2k m+2k<i<m+21



Por hipétese de inducio (isto é, pelo préprio lema 5 onde I é nosso 2% — 1),

Z )\1+F(i) > 2 : AF(i)-
m+21—2k <i<m-+l m+1<i<m+2k

Somando estas duas desigualdades temos a conclusao desejada.

[ |
Lema 6: Para quaisquer z e y satisfazendo 0 < z —y <z < z+y < 1, temos fy(z) >
pfp(z+y) + (1 —p)fp(z —y).

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que = e y sejam racionais diadicos e
escrevamos L l
m
TE s Y=g A=({1-p)/p
Pelo lema 5 temos
Z ALFEG) > Z AF ()
m<i<m+l m+1<i<m+21

0 que ¢ claramente equivalente a

1-p) > p"FOA-pFO>p N prFOQ - p)FO),
m<i<m-+l mA1<i<m-+2l

Pela defini¢ao de f, no lema 2 temos

-0 ¥ (hED-5G)ze X (65D -#G))

m<i<m-+l m+1<i<m+2l

mas Como

W - he-n= ¥ (605 -5

m<i<m-+l
1+ 1 1
folw+y) = fplm)= ) (fp(2—n) _fp(2_n))
m-HI<i<m—+21
temos o resultado desejado.
O caso geral segue da continuidade de fp. [ |

Agora estamos prontos para voltar ao problema original. Para simplificar a notagao
faremos a = 1.

Proposicao 7: Se a fortuna inicial do jogador é xy, sua probabilidade de sucesso é no
maximo f,(xo) para qualquer estratégia que ele adote.

Demonstragao: Seja X a varidvel aleatéria representando a fortuna do jogador em
um certo momento e seja X; a varidvel aleatéria correspondente a sua fortuna apéds
mais uma jogada. Afirmamos que E(f,(X1)) < E(fp(X)) (onde E(Y) representa a
esperanca da varidvel aleatéria Y). De fato, sejam z um valor possivel de X e y uma
aposta correspondente; ao par (z,y) corresponde uma certa probabilidade ¢g. Os valores
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correspondentes de X; sao x +y € x — y com probabilidades de, respectivamente, pq e
(1 — p)g. As contribuigdes para E(f,(X)) e E(fp(X1)) correspondentes a este caso sdo
portanto, respectivamente, ¢f,(z) e ¢(pfp(z +y) + (1 — p)fp(r — y)). Mas pelo lema 6
temos qfp(z) > q(pfp(z+y)+ (1 —p)fp(z —y)) e, somando (ou integrando) todos os casos
temos E(f,(X)) > E(f(X1).

Acabamos de ver que E(f,(X)) nunca cresce com o tempo, qualquer que seja a
estratégia adotada. O valor de E(f,(X)) quando o jogador entra no cassino é fy,(xo).
Assim, em nenhum momento a probabilidade de sua fortuna chegar a 1 pode exceder
[p(x0), conforme querfamos demonstrar. [ |

3. A derivada de f,

Conforme prometido, nosso principal resultado é:
Proposigdo 9: Se o € (0,1) um ponto onde f, é derivdvel, entao f,(xo) = 0.

Demonstragao: Sejam d = fz'j(aco) e m, uma seqiiéncia de inteiros com my = 0 e

Mnpt1 = 2My OU Mpq1 = 2m, + 1 tal que T2 < 9 < mg—jl Temos

Fo(™57) = Fo('5)
mp+1  my
2n 2n

d =lim

—tim2 (£,("5 ) ~ £, (50 ).

Se definirmos

] 2p, $€ My 1 = 2My,
‘=N 2(1—p), sempi1=2mn,+1,
temos
my, + 1 my,
2 (5" -5 (2)) =TT o
0<k<n
donde

d= II(%.

0<k

Mas como ¢ alterna entre dois valores, ambos diferentes de 1, este produto infinito nao
pode convergir a nao ser tendendo para 0, e temos portanto d = 0. [ |

Como ja dissemos, é um teorema classico que toda funcao crescente é deriviavel em
quase todo ponto; em particular, frlz () = 0 para quase todo z. Para tornar este artigo
mais auto-contido, entretanto, vamos dar uma demonstracao direta deste fato.

Proposigdo 10: Existe um conjunto mensurdvel A C [0,1] de medida 1 com f,(z) = 0
para todo x € A.

Nossa demonstracao baseia-se no seguinte lema, que enunciaremos sem prova.
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Lema 11: Existe um conjunto mensurdvel A’ C [0, 1] de medida 1 tal que todo elemento
x de A’ tem a seguinte propriedade: para todo h > 0 existem inteiros my, e ny tais que

mp mp + 1
com . .
li ) _ 1
R\O T 2

I 2
im
rN\O log, h

Informalmente, o primeiro limite garante que o niimero de 0’s e 1’s na expansao binaria
de x é aproximadamente igual enquanto o segundo limite diz que as expansoes binarias de
x — h e x 4+ h coincidem em um nimero de casas da ordem de log, h, ou seja, que = nao
admite aproximacgoes surpreendentemente boas por racionais diadicos.

Demonstracao da Proposigao 10: Demonstraremos que se € A’ (como no Lema
11) entao f,(x) = 0.

Com a notagao do Lema 11 temos, para h > 0,

fpl@+h) = fp(z —h) < fp (mgnt 1) — Iy (;’”’sz) = prr=Flm) (1 = p)Fma),

Dividindo por esta desigualdade por h e tirando logaritmos, temos

gy (Bl

- ) < (np — F(mp)) logy p + F(my) log, (1 — p) — log, h.

Calculando o limite superior dos dois lados e usando o Lema 11 temos

(fp(:v+ h) ;fp(w — h))

lim sup log,

. 1 1
< limsupnp | =logyp+ =logy, (1 —p)+1}.
RN\0 2 2

BN\O

Mas 1log, p+ 31og, (1 —p) + 1 < 0 donde

lim sup log, (fp(ar +h) = Jplz = h)) = —
AN\O h
ou " "
limsupfp(x—i_ )~ fplw = ):0;
BN\0 h

como fp é crescente, isto mostra que f(z) = 0.
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