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Resumo
Neste pequeno artigo iremos expor um método para resolver relacées
de recorréncia lineares, e provaremos a validade do método. Os conheci-
mentos matematicos necessarios para a compreensdo das demonstragoes
sdo apenas algumas nogoes de célculo e dlgebra linear.

Problema Queremos determinar todas as fun¢oes f : N — C que satisfagam
a relacao

fmMy=aif(n—1)4+af(n—2)+---+amnf(n—m) (1)

para todo m natural com n > m. Aqui, m é um inteiro positivo e os a; sdo
complexos quaisquer com a Unica restri¢io a,, # 0.

O nosso primeiro resultado é bastante evidente e sua verificagio fica a cargo
do leitor.

Teorema 1. Seja A o conjunto de todas as funcées definidas no pardgrafo
anterior. Entdo A € um subespago do conjunto das funcdes de N em C, sendo
as operacdes “soma’e “multiplicagdo por escalar”as usuais.

Dada uma relacdo de recorréncia como em (1), vamos definir o polindémio
Q) =2™ —az™ ' —agx™ - —an

como sendo o polinémio caracteristico da recorréncia. A equacio Q(x) = 0 é
a equacdo caracteristica da recorréncia. Note que a restri¢do a,, 7 0 exclui
imediatamente a possibilidade de termos 0 como raiz desta equagdo, ji que
Q(0) = —a,, # 0. Sabemos, pelo Teorema Fundamental da Algebra, que o
polindémio @Q(z) pode ser fatorado como um produto de m mondmios, pois o
grau de Q(z) é m. Entdo

R

Q) = [[@ —r)* (2)

i=1

onde Zle s; = m. Isto significa simplesmente que a equagio caracteristica tem
R raizes (r1,72,...,TR), € & i-ésima raiz, r;, tem multiplicidade s;.

Para cada i, com 1 < i < R, podemos escrever Q(z) como Q(z) = (z —
r;)%q(x). Vamos provar que se p € Ne 0 < p < s; — 1, entdo a fungdo
f(n) = nPr? é uma solugdo de (1).



Lema. Sejam Q(z) = 2™ — > i~ a;z™~" o polinémio caracteristico de (1), a
uma de suas raizes e B a multiplicidade de a. Se 8 > 2, entdo para qualquer
j€ENcom1<j<p—1 teremos

m
E a;a™ ' =0
i=1

Demonstragao. Vamos mostrar que se j € Ne 1 < j < — 1 entdo a é raiz de
multiplicidade 8 — j do polinémio

m
E a;x™ .
i=1

Como a é raiz de multiplicidade 8 de Q(z), a é raiz de Q@ (x) (y-ésima
derivada de Q(z)) com multiplicidade §—y (se 1 < y < f—1). Esta observagio
serd fundamental na demonstracdo e o leitor estd convidado a demonstré-la.

Como Q(z) =z™ — Y.1* | a;z™ ¢, temos

mQ(z) = mz™ — Z a;mz™ " (3)
i=1
Além disso, Q'(z) = ma™ ' — 7" a;(m — i)z™~ 1. Logo
zQ'(z) = ma™ — Z a;(m —i)z™ " 4)

Subtraindo (4) de (3), obtemos mQ(z) — zQ'(z) = 3.1, a;z™ *. Como «
é raiz de multiplicidade 8 de m@Q(x) e de multiplicidade 8 —1 de zQ'(x), temos
que « é raiz de multiplicidade 8 — 1 de 2111 a;x™ "%, que é exatamente o que
querfamos provar para j = 1.

A demonstracdo para j > 1 segue por induc¢do, de modo muito parecido.
Suponha que 1 < j < 8 — 1 e que « seja raiz de

m . .
E a;x™ ' (5)
i=1

com multiplicidade 8 — j > 0. Multiplicando (5) por m vemos que « é raiz de
Z:.il ma;z™ %/ com multiplicidade 3 — j, e multiplicando por z a derivada de
(5) vemos que a éraizde Y ;| a;(m—i)z™ % com multiplicidade —j—1 > 0.
Subtraindo estas expressoes, concluimos que « é raiz de Z:L a;z™ 49 com
multiplicidade 8 — j —1 > 0. O argumento mostra que o lema de fato vale para
todojeN 1<j<g-1. O

Teorema 2. Sejam Q(z) o polinémio caracteristico de (1), a uma de suas raizes
e B a multiplicidade de o. Entao para qualquer p € N, com 0 < p < f—1, temos
que a fungdo f(n) =nPa™ é uma solugdo de (1).



Demonstragdo. Se f =1, entdo p = 0. Devemos mostrar que o™ é uma solucdo
de (1). Mas isso é Gbvio se observarmos que « é raiz da equagdo caracteristica
de (1).

Se 8> 2ep=0, a demostracio é igualmente facil. Entdo podemos supor
B >2 p>0,ouseja, §>2el <p< -1 Temos que mostrar que a
fun¢do f(n) = nPa™ é solu¢do de (1), ou seja, que nPa™ = Y 1* | a;(n—i)Pa™ "
Multiplicando ambos os lados da igualdade por o™ ™ vemos que temos que
provar que

m
nPa™ = Zai(n —i)Pa™m,
i=1

Mas
m m P
Z a;(n —i)Pa™ i = Z a;a™ Z (p) nd (—i)P=d
i=1 i=1 i=o M
P m
=3 (-1 p) w3 aamip
=0 J i=1
A B
r*l m A m
=) (=1)P~/ (p) n’ Z a;a™ P 4 P Z a;a™!
7=0 J i=1 =1
S(7)

Veja que no primeiro somatdério (parcela A) temos 0 < j < p — 1, logo
1<p-j<pB-1. (lembramos que p— j < p < 8 —1). Logo, podemos aplicar
o lema anterior para concluir que para qualquer j, com 0 < 7 < p — 1, temos
S a;a™ 4P~ =0, ou seja, S(j) = 0. Portanto a parcela A é igual a zero.

Como « é raiz da equagio caracteristica, temos

m
! gpa™ 2 —...—qa,, =0 ou ainda o™ = E a;a™ .
i=1

a™ —aa™

Portanto a parcela B éigual an? 37" . a;a™ " = nPa™. Provamosque Y *, a;(n—
i=1 i=1
i)Pa™ " = nPa™. O

O teorema 2 mostra que a cada fator do tipo (z — r;)% de (2) podemos

associar s; solugdes de (1), todas da forma n’r?, com 0 < j < s; — 1. Entdo,

considerando que Q(z) = Hle(m —r;)%, podemos achar 211'2:1 s; = m solugdes
de (1).

Teorema 3. As m solugdes citadas no pardgrafo anterior sdo linearmente in-
dependentes sobre C.



Demonstraggo. Podemos considerar as solugdes como sendo da forma n/rl.
Queremos provar que

R s;—1

Z Z a,-jnjr;‘ =0 implica a;; = 0,

i=1 j=0

para qualquer par de inteiros (¢,j) com 1<i<Re0<j<s; — 1.

Se R = 1, temos que provar que se 251:61 an/r} = 0 entdo todos os ay;
sdo nulos. Podemos supor s; > 1, ja que o caso s; = 1 é completamente trivial.
Antes de prosseguir, é bom lembrar que os r; sdo complexos distintos e ndo
nulos.

Se 2;1261 aniry =0, 2;1:61 a;n’ = 0. Ou seja, temos um polindmio de
grau s; — 1 > 0 identicamente nulo. Logo todos os coeficientes sdo nulos, ou
seja, todos os a1; sdo nulos. Agora suponha que R > 1.

. R 8i—1 j ~ R si—1 ;
* ..mIpt — n * ..mJ =
Veja que se ) ;- > jeo @iynIri = 0 entdo > i TEY jeo @ijn? = 0. Se

. o 1 ,
definirmos o polinémio P;(n) como sendo 377" aijn’, temos que

R
>_riPi(n) = 0. (6)

Queremos mostrar que todos os polindémios P;(n) sdo identicamente nulos,
ou seja, queremos mostrar que se i € Ne 1 <i < R, entdo P;(n) = 0 para todo
n.

Sejam A e B subconjuntos de {1,2,..., R} tais que para i € A, o polindmio
P;(n) nao é identicamente nulo, e para ¢ € B, o polinémio P;(n) é identicamente
nulo. E ébvioque ANB=0e AUB = {1,2,..., R}. Queremos mostrar que A
é vazio. Entdo suponha que A nfo é vazio.

Vamos definir r,,, como o maior dos r;, em médulo, que obedeca i € A. Ou
seja, ry, € tal que

|rm| = max{|r;| : i € A}.

Passando os termos com 7, para o outro lado da equagdo (6), temos

mPam)=— Y rBR),
1<i<R,i#m

e, dividindo tudo por 77, ficamos com

Pn(n) = - Z (ri/Tm)" Pi(n).

1<i<R,i#m

O limite do lado direito é 0 paran — oo ja que P;(n) tem crescimento polinomial
enquanto (r;/r,,)™ tende a zero exponencialmente. Mas entdo lim,,_, o, Pp(n) =
0, o que s6 pode ocorrer se o polinémio P,,(n) for identicamente nulo. Isto é
absurdo pois m € A. Logo todos os polinémios P;(n) sdo identicamente nulos,
0 que prova o teorema 3. O



Teorema 4. O conjunto A citado no teorema 1 é um espago vetorial de di-
mensdo m.

Demonstragdo. Sabemos pelo teorema 3 que dim A > m. Vamos mostrar que
dim A < m.

A equagdo (1) mostra que a fungio f(n) fica completamente determinada
se soubermos os valores de f(0), f(1),...,f(m — 1). Nesse caso, dado n €
N, podemos escrever f(n) como combina¢io linear de f(0), f(1),...,f(m —
1). Ou seja, existirdo fungdes-coeficientes (coeficientes que dependem de n)
Co(n),Ci(n),...,Cn—1(n) tais que

m—1
f(n) =) Cj(n)f(j) para todo n. (7
=0
Por outro lado, para todo n > m,
m m—1 m—1 m
:Zaif(n—z Za, Cj(n —1) (j)=2f Zaz (n —1)
i=1 i=1 7=0 7=0
ecomo Y. a;Cj(n—i) é o coeficiente de f(j), temos Cj(n) = Y1* | a;C;(n—i),

e isto prova que para todo j € Ncom 0 < j <m —1, Cj(n) € A, ja que Cj;(n)
satisfaz a relagéo (1).
A equagio (7) mostra que f(n) sempre pode ser escrito como uma combi-

nagio linear de m fungdes de A. Seja [v1,v2, .. .,vy] 0 espago vetorial gerado pe-
los vetores do conjunto {vy,va, ..., v, }. Entdo [Co(n),Ci(n),...,Cr_1(n)] C A,
e portanto dim A < m. O

Conclusao Para resolvermos uma relagio de recorréncia como (1), fatoramos
o polinémio caracteristico de (1), como em (2). Para cada um dos r; achados,
teremos s; solugdes: r2, nrl, n?r® ... ,n*~1r2. No total teremos m solugdes
linearmente independentes da equagéo (1). O conjunto das fungbes que satis-
fazem a relacdo (1) é o espago vetorial A, de dimensdo m, logo as nossas m
solu¢oes formam uma base para A. Isso significa que uma funcido f pertence a
A se e somente se ela é combinacao linear das nossas m solugoes. Em simbolos:

R s;—1
f satisfaz (1) <= f el < f(n) = Z Z aijn’r? paratodo n.  (8)

i=1 j=0

Foi dito anteriormente que a funcio f fica completamente determinada se
j& sabemos os valores iniciais (f(0), f(1),..., f(m —1)). Mas se a funcdo fica
completamente determinada deveriamos ser capazes de determinar os a;; em
(8). Uma pergunta natural é: como achamos os a;; se conhecemos os valores
iniciais?

A resposta é simples: basta montar um sistema com m equagdes lineares e
m incdgnitas (os a;;):

s;—1
d):Zaijdjrf 0<d<m-1



Veja que de fato as tUnicas varidveis desconhecidas sdo os a;;.

Estamos procurando uma férmula geral para uma fungao f que satisfaz (1) e
cujos valores iniciais nés ja sabemos. Esses valores iniciais determinam de modo
dnico a funcdo f. Como ela estd em ), ela tem uma representagdo na forma
f(n)=YF S ¥1g,.nir® paratodo n. Isso garante que o sistema linear terd

= 2ui=1 2.j=0 QijN°T3, P . g q
ao menos uma solu¢do. Como os a;; s8o as coordenadas de f em relagdo a base
{n?r?,1<i<R,0<j<s;—1}, asolucdo do sistema é nica (um elemento de
um espago vetorial ndo admite duas representacoes distintas por coordenadas
em relacdo & mesma base). Portanto podemos achar de modo tnico os a;;.
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