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Resolução de 

Equações de Recorrência

Veremos a solução do caso particular (e o mais comum em problemas de olimpíada) de equações de recorrência de grau 2 e cuja equação características possui raízes distintas. 
Associemos a cada equação de recorrência de grau 2 do tipo 
xn+1=axn+ bxn–1​ (*)
a equação característica (2=a(+b, cujas raízes são (1 e (2, isto é, 
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=a(1+b e 
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=a(2+b, lembrando que assumimos (1((2. 

Podemos reescrever (*) da seguinte forma
xn+1–(xn=(a–()(xn-(xn–1)+(b+a(–(2)xn–1.

Substituindo k por k1 e k2, temos:
xn+1–(1xn=(2(xn-(1xn–1)
xn+1–(2xn=(1(xn-(2xn–1)
Fazendo cada uma dessas equações com índices cada vez menores e multiplicando-as ao final, teremos:

xn+1–(1xn=
[image: image3.wmf]n
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(x1-(1x0)
xn+1–(2xn=
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Subtraindo uma da outra:
((2–(1)xn=
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e o resultado, xn, vem dividindo a equação toda por ((2–(1) ( 0.
Fonte: Introdução à Teoria dos Números, José Pliínio de Oliveira Santos, Coleção Matemática Universitária, 1998. 

Problemas

01. De quantas maneiras podemos formar palavras com n letras utilizando o alfabeto {a, b, c, d} se as letras a e b não devem aparecer juntas?
02. (Hungria–Israel/1997) Quantas seqüências distintas de tamanho 1997 podem ser formadas usando cada uma das letras A, B, C um número ímpar de vezes (e nenhuma outra)?
03. (Itália/1996) Dado o alfabeto com três letras a, b, c, encontre o número de palavras com n letras contendo um número par de a’s.
04. (Romênia/1998) Uma palavra de comprimento n é uma seqüência ordenada x1x2...xn, onde xi é uma letra do alfabeto {a, b, c}. Denote por An o conjunto de palavras de comprimento n que não contém bloco xixi+1, i=1, 2, ..., n–1, da forma aa ou bb e, por Bn, o conjunto de palavras de comprimento n nas quais nenhuma das subsequências xixi+1xi+2, i=1, 2, ..., n–2 contém todas as letras a, b, c. Prove que |Bn+1|=3|An|.  
05. Seja 
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, n(0. Mostre que, para x(–1/4,  
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06. Quantos subconjuntos há de um conjunto com n elementos?
07. Quantos subconjuntos de An = {1, 2, 3, ..., n} há sem números consecutivos?
08. Quantas palavras com n letras formadas a partir do alfabeto {0, 1, 2} não possui dígitos consecutivos cuja diferença absoluta seja no máximo 1?
09. Seja ƒ(n) o número de palavras com n letras, sem zeros vizinhos, formadas a partir do alfabeto {0, 1, 2}. Encontre uma recorrência e uma fórmula para ƒ(n).
010. Considere todas as palavras com n caracteres formadas a partir do alfabeto {0, 1, 2, 3}. Quantas delas tem um número par de
(a) Zeros ?
(b) Zeros e uns? 
RESPOSTAS

1.  Sejam  A  um alfabeto  dado por A = {a,b,c,d}  e  
[image: image9.wmf]n

a

 o número de palavras de n letras formadas com as letras de A  em que as letras a e b  não aparecem juntas.
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(As palavras possíveis são: a,b,c e d)
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14

2

a

=

(As palavras possíveis são: aa,ac,ad,bb,bc,bd,ca,cb,cc,cd,da,db,dc,dd)
Uma equação de recorrência para o problema é dada por:
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     Justificativa
	 Sejam :
          -  
[image: image15.wmf] 
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  o número de palavras de n letras nas condições requeridas no

                        enunciado   e   cuja  última  letra  é   a   ou  b,  
          - 
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o número de palavras nas condições requeridas no 

                        enunciado   mas  com  a última letra  sendo  c   ou  d.  
  Obviamente estas duas classes de palavras com n letras são  mutuamente 

  exclusivas  e as únicas   possíveis,    logo        
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  Agora, quando agregamos às  palavras  de  n 
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  letras que satisfazem as

  condições impostas no  enunciado, mais uma letra :a,b, c ou d, “de modo

  conveniente”   em seu final, obtemos uma  palavra de (n+1) letras  satisfazendo 

  também as mesmas  condições,isto é, não ter as letras  a  e b    juntas. 
  Estas palavras de (n+1)  letras podem ser separadas em  duas classes

  complementares   de palavras: 

        Classe de palavras que terminam em c ou d
   As palavras desta classe são obtidas de qualquer  uma  das 
[image: image19.wmf]n
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 palavras

   que satisfazem as condições do enunciado  quando agregamos em seu final

   uma das letras:  c ou d.    

   Assim,                                                          
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        Classe de palavras que terminam em a ou b
  As  palavras desta classe  que terminam em a são obtidas de qualquer uma  das

  palavras de n letras que satisfazem as condições do enunciado mas  terminam em

   a, c ou d enquanto que as palavras  que terminam em b são   obtidas de qualquer

  uma das palavras de  n letras satisfazendo as condições  do enunciado mas que

  terminam em b, c ou d.

  Assim,                                                            
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 Finalmente, de (1),(2) e (3)   obtemos:
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Esta é uma equação de recorrência linear homogênea com coeficientes constantes,  

cuja equação  característica correspondente é dada por:       
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Raízes da equação característica : 
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Assim,
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Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo 
[image: image26.wmf]14

  

por

  

2

a

     

e

    

4

  

por

  

1

a

 na relação acima,   obtem-se o sistema:
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Resolvendo este sistema encontramos :
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Portanto,
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Outros valores de 
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	 1)    Resposta:    
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2.  Seja     
[image: image34.wmf]n
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 o número de seqüências distintas de tamanho n 
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 formadas apenas pelas letras A, B e C,  em que cada uma destas é usada um número ímpar de vezes.
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(As únicas seqüências possíveis são: A,B e C )
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(não existem seqüências satisfazendo as condições requeridas)
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(As únicas seqüências  possíveis são : ABC,ACB,BAC,BCA,CAB,CBA)
Uma equação de recorrência para o problema é dada por:
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	Justificativa
 Sejam :
    -  
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  o número de seqüências de n letras usando uma das letras A,B e C um 

                 número par de vezes e as  outras duas um número ímpar de vezes.  
    - 
[image: image43.wmf]   

n

c

 

 o número de seqüências de n letras usando uma das letras A,B e C um 

                 número impar de vezes e as  outras duas um número par de vezes.
           Com estas notações podemos escrever:
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 =0, se n  é  impar                   ...(1).
 Como cada letra da seqüência de n letras pode ser escolhida de 3 modos distintos,

 temos que o número  total de seqüências de n letras é dado por 
[image: image46.wmf]n
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 Daí  e  de   (1), obtemos    
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Por outro lado,
 - Quando agregamos a cada uma das 
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 seqüências de n - 1 letras ( n é impar e n>1)mais uma letra coincidente com  aquele que já aparece, um número par de vezes, nesta seqüência obtemos uma das 
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seqüência  de n letras. Entretanto  cada uma das 
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 seqüência contém  somente uma das  letras A, B e C  aparecendo um número par de  vezes  e  coincide sempre com a palavra  obtida  com   as (n – 1)  primeiras letras de cada uma das  
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 palavras.Nestas condições, podemos escrever
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- Cada uma das 
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 palavras de n+1 letras (n é impar e n(1) contendo uma das letras  A,B e C um número par de vezes e as outras   duas um   número  ímpar de vezes  pode ser obtida de um dos dois modos disjuntos e complementares   abaixo:
(i) Quando agregamos ao final de qualquer uma das  
[image: image55.wmf]n

a

 palavras  um número ímpar de vezes,  uma das letras:A,B e C.
      Obtem-se com isso  3.
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 palavras de n+1 letras.
    (ii)  Quando agregamos ao final de qualquer uma das  
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  palavras  que contém

           duas das letras do   conjunto {A,B,C} um número par de vezes, uma  destas

           duas letras.    

           Obtem-se com isso  2.
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 palavras de n+1 letras
 De (i) e (II) decorre:           
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 Conseqüentemente         
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 Finalmente  de (1),  (2),  (3)  e  (4)   resulta para n é impar e n>1
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Portanto,   
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Desta recorrência podemos escrever  para n ímpar e maior que 1:
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Da adição, resulta
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 , ou melhor   
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  para n ímpar e maior que 1.
Logo, das considerações acima podemos escrever resumidamente:
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Portanto, 
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Nota:    Uma segunda solução    é obtida quando observamos que 
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	2)    Resposta:              
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3. Seja  A  um alfabeto  dado por A = {a,b,c}  e  
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 o número de palavras de n letras de A  em que  letra  a  aparece  um número par de vezes.
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(As únicas palavras possíveis são: b,c, onde a  aparece 0 vezes )
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( As únicas palavras possíveis são\; bc,cb,bb,cc,aa)
Uma equação de recorrência para o problema é dada por:
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	Justificativa

Consideremos  a seguir as palavras formadas sempre pelas letras do alfabeto A.
Sejam 
[image: image80.wmf]n

b

    

e

    

n

a
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e impar de letras iguais  “ a “ respectivamente.
Como cada letra da palavra de n letras pode ser escolhida de 3 modos distintos,

temos pelo principio  fundamental da contagem que o número  total de palavras de

n letras é dado por 
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Por outro lado, cada uma das palavras de (n+1) letras contendo um número par de

letras “ a “ pode ser  obtida  de um dos dois modos disjuntos e complementares abaixo:

(i)  Quando agregamos ao final de qualquer uma das  
[image: image83.wmf]n

a

 palavras uma das letras   “ b “ ou “ c “.
        Deste modo obtem-se   2.
[image: image84.wmf]n

a

 palavras de n+1 letras.

 (ii)   Quando agregamos ao final de qualquer uma das  
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Desta recorrência podemos escrever  para n 
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Da adição, resulta
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4. Sejam   {a,b,c}  o alfabeto com que as palavras serão construídas,  
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Uma equação de recorrência para  
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	Justificativa

Sejam   A´  e A´´  subconjuntos de 
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 tais que:
A´   contém as palavras  cuja última letra é  a ou b.
A´´  contém as palavras  cuja última letra é  c.
Nestas condições,  A´ e A´´ são mutuamente exclusivos  e  
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Por outro lado, as palavras do conjunto
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(ii)   Agregando a cada da palavra  do conjunto A´´ uma e somente uma das letras: a, ou b, ou c.    Deste modo obtem-se    
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Observemos também que  uma  palavra do conjunto 
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Finalmente  de (1), (2)  e (3)  segue-se que  
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A equação característica correspondente é dada por:       
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Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo 
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Resolvendo este sistema encontramos :  
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Uma equação de recorrência para  
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Sejam   B´  e B´´  subconjuntos de 
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 tais que:
B´  contém  palavras  com as duas últimas letras iguais.
B´´ contém  palavras  com as duas últimas letras distintas..
Nestas condições,  B´ e B´´ são mutuamente exclusivos  e  
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Por outro lado, as palavras do conjunto
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 podem ser obtidas a partir das palavras do conjunto 
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   por um dos dois modos  complementares abaixo:   
(i)  Agregando a cada da palavra  do conjunto B´ mais uma letra do alfabeto  {a,b,c} em seu final.  Neste caso  existem  três possibilidades para cada palavra de B´.  

Dai geramos   3. 
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(ii)  Agregando a cada da palavra  do conjunto B´´ uma e somente uma das letras do alfabeto em seu final,  igual à  uma das duas últimas letras desta palavra.   Neste caso  existem duas possibilidades para cada palavra de B´´ . 
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Logo, com  (i) e (II), podemos escrever:
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 Observemos também que  cada  palavra do conjunto 
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 Finalmente  de (1), (2)  e (3)  segue-se que  
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Portanto,   
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Esta é uma equação de recorrência linear homogênea com coeficientes constantes,  

cuja equação  característica correspondente é dada por:  
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Raízes da equação característica :   
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Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo        
[image: image158.wmf]9

  

por

  

2

b

     

e

    

3

  

por

  

1

b

 na equação acima,     obtem-se o sistema:


[image: image159.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

b

+

+

a

=

-

b

+

+

a

9

   

)

2

2

-

3

.(

   

)

2

2

3

(

 

.

3

    

)

2

1

.(

   

   

)

2

1

(

 

.


Resolvendo este sistema encontramos :  
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Logo,                                         
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Desta última relação decorre 
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Portanto, com os resultados obtidos anteriormente podemos escrever  
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	4)    Resposta:              
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(demonstração  dada acima)


5. Dado que  
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, tem-se para n = 0, 1, 2, 3  e  4:
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Comparando estes resultados, encontramos as seguintes identidades:
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Por outro lado, estas identidades sugerem que a equação de recorrência para 
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	Prova da Conjectura 
Com intuito de facilitar a demonstração, consideraremos 
[image: image171.wmf] 

p.

 

 

q

  

para

        

,

0

q

p

>

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 
Nestas condições,    podemos escrever sem perda nenhuma,   para todo  x:
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Com estas considerações, tem-se  para todo x:
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Por outro lado,     verifica-se facilmente as identidades:
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De   (1) e (2)  obtem-se sucessivamente as proposições abaixo:
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segue-se portanto,    
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A equação característica correspondente é dada por:       
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Considerando 
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Atribuindo a n os valores 0  e 1 e em seguida substituindo 
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Resolvendo este sistema encontramos :    
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Portanto,              
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Nota 1: Lembrando que toda seqüência 
[image: image200.wmf]IN

n

)

n

F

(

Î

  definida por :
 
[image: image201.wmf]1)

(n

    

1

n

F

n

F

1

n

F

      

e

      

1

1

F

    

,

0

0

F

³

-

+

=

+

=

=

  é denominada de Fibonacci.
 Neste problema, tem-se para x = 1, que: 
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 De um modo geral 
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Nota 2:  
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 é o número de modos distintos de subir uma escadaria  com n degraus, subindo um degrau ou dois  por vez.
	5)    Resposta:      
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                                         (demonstração   dada acima)


6. Seja  
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 o número de subconjuntos de um conjunto com n elementos.
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Uma equação de recorrência para  
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	Justificativa

 A equação de recorrência é decorrente do fato de existirem apenas duas classes  mutuamente  exclusivas de  subconjuntos para um  conjunto  
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(i)  Classe constituída de  subconjuntos de 
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(ii) Classe constituída de  subconjuntos de  
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De (i) e (ii)  obtem-se           
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A equação característica correspondente é dada por:       
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Raízes da equação característica : 
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Atribuindo a n o valor 0 e em  seguida substituindo 
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Nota: Uma segunda solução é obtida quando observamos que 
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	  6)   Resposta:              
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 7. Seja  
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Com o intuito de compreender melhor o problema vejamos o cálculo de   
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     com a condição requerida acima   são  apenas os subconjuntos 
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Resumidamente os valores  de  
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Uma equação de recorrência para o problema é dada por:
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	  Justificativa

 Sejam os conjuntos:
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  que satisfazem a condição   de   não haver  números consecutivos entre seus elementos,  respectivamente.
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Assim,  de (i) e (ii), resulta
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Esta é uma equação de recorrência linear homogênea com coeficientes constantes,  

cuja equação  característica correspondente é dada por:           
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Raízes da equação característica :     
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Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo 
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Resolvendo este sistema encontramos :
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 Portanto,
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	7)    Resposta:              
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8.      {0,1,2}  o alfabeto com que as palavras com n letras serão construídas  .
 Considerando que o enunciado deste problema tenha a seguinte interpretação1:
Determinar o número de palavras de  n  letras formadas a partir do alfabeto mas  satisfazendo a condição:

   “não” possuir duas letras contíguas, em que o valor absoluto da diferença, entre 

     os inteiros  a elas  associado, seja no máximo 1.

Sendo 
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 o número de palavras com n letras que satisfazem a condição requerida, tem-se
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  ( as palavras de uma letra que satisfazem  são:   0 , 1 e 2  )
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   ( as palavras de duas letras que satisfazem são: 02 e 20)
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  ( as palavras de três  letras que satisfazem são: 020 e 202)
Por outro lado, notamos que para n >1 somente existem duas palavras de n letras nas condições requeridas. 
As palavras que iniciam  pela  letra 0 e as que iniciam pela letra 2.  Nestas duas palavras, duas letras contíguas  quaisquer, ou são  02 ou  20.   Portanto, para esta interpretação,  a resposta seria dada por 
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Nota
Considerando  que o enunciado usado na interpretação dada acima  tenha incluído a palavra “não“ por engano. 
Com esta consideração o problema seria mais interessante e teria então a seguinte  

interpretação2:
 Determinar o número de palavras de n  letras formadas a partir do alfabeto mas

  satisfazendo a condição:
           possuir duas letras contíguas, (caso existam), em que o valor absoluto da 

          diferença, entre os inteiros a elas  associado,  seja no máximo  1.
Neste caso,  sendo 
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 o número de palavras com n letras que satisfazem a condição requerida,  tem-se
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Uma equação de recorrência para  
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	   Justificativa
Seja  
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Por outro lado, quando agregamos às palavras de n 
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letras que satisfazem as condições impostas no  enunciado, mais uma letra: 0, 1 ou 2, em seu final, obtemos uma  palavra de n+1 letras satisfazendo também as mesmas condições. Entre estas palavras de n+1 letras,destaquemos os conjuntos de palavras que terminam com a letra
(i)      1.    Estas palavras são obtidas de qualquer uma das 
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(ii)     0.  Estas palavras são obtidas tanto de qualquer uma das 
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(iii)    2.  Estas palavras são obtidas tanto de qualquer uma das 
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De (1),(2),(3) e (4) podemos escrever sucessivamente:
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Esta é uma equação de recorrência linear homogênea com coeficientes constantes,  

cuja equação  característica correspondente é dada por:       
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Raízes da equação característica :        
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Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo 
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Resolvendo este sistema encontramos :  
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Logo,                           
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	  8) Resposta:              
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 interpretação 2


 9.   {0,1,2}  o alfabeto com que as palavras com n letras serão construídas  .       
 Consideremos que o texto “ sem zeros vizinhos” significa  “não conter dois zeros consecutivos” e 
[image: image318.wmf]n

f

 o número de palavras de n letras formadas pelas letras do alfabeto satisfazendo a condição:       não conter dois  zeros consecutivos.
 Calculo de 
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 Uma equação de recorrência para  
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	Justificativa
Seja  
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 o número de palavras de n letras satisfazendo as condições requeridas no enunciado e    cuja a última letra é,  0, 1,  e  2  respectivamente. Obviamente estes três  conjuntos de palavras com  n  letras  são    mutuamente exclusivos dois a dois e  são os únicos possíveis, donde resulta        
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Por outro lado, quando agregamos às palavras de n 
[image: image327.wmf])
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letras que satisfazem as condições impostas no  enunciado, mais uma letra: 0, 1 ou 2, em seu final obtemos uma  palavra de (n+1) letras satisfazendo também as mesmas condições. Entre estas palavras de (n+1) letras destaquemos os conjuntos:
(i)   Conjuntos de palavras que terminam com a letra 1. 

Estas palavras são obtidas de qualquer uma das 
[image: image328.wmf]n

f

 quando agregamos a letra 1. Assim,                                                                
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(ii)  Conjuntos de palavras que terminam com a letra   0.  

Estas palavras são obtidas tanto de qualquer uma das 
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 quando agregamos a letra 0.Logo,                               
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(iii)  Conjuntos de palavras que terminam com a letra  2.  

Estas palavras são obtidas de qualquer uma das 
[image: image333.wmf]n
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 quando agregamos a letra 2. Dai,                                                                     
[image: image334.wmf]n

f

n

d

n

c

n

b

1

n

d

=

+

+

=

+

   ...(4)
De (1),(2),(3) e (4) podemos escrever sucessivamente:
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 o que termina a justificativa.


Esta é uma equação de recorrência linear homogênea com coeficientes constantes,  

cuja equação  característica correspondente é dada por:       
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Raízes da equação característica :   
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Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo 
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 na equação acima, obtém - se o sistema:
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Resolvendo este sistema encontramos :  
[image: image343.wmf]6
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Logo,   
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	  9)  Resposta:              
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10.  {0,1,2,3}  o alfabeto com que as palavras com n letras serão construídas  .       
a)  Seja  
[image: image346.wmf]n

a

 o número de palavra com n letras formadas a partir do alfabeto satisfazendo a condição:      ter número par de zeros.
Calculo de 
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Uma equação de recorrência para  
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	Justificativa
Sejam  
[image: image353.wmf]n
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 o número de palavras de n letras, formadas a partir do alfabeto, possuindo um número par  e  ímpar de zeros respectivamente. Obviamente estes dois conjuntos de palavras com n letras são  mutuamente   exclusivos dois a dois e  são os únicos possíveis com n letras,  donde resulta        
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Por outro lado, quando agregamos à estas palavras de n 
[image: image355.wmf])
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letras mais uma letra: 0, 1, 2 ou 3,em seu final obtemos uma  palavra de (n+1) letras, contendo também um número par  ou impar de zeros. Assim, estas palavras de  (n+1) letras  podem ser separadas em dois conjuntos, A e B ,mutuamente exclusivos e únicos, destacados a seguir:
     A: O conjunto das palavras de (n+1) letras com número par de zeros.
     B: O conjunto das palavras de (n+1) letras com número impar de zeros.
O número de palavras de A, indicado por 
[image: image356.wmf]1
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, pode  ser obtido  por um dos modos abaixo: 
(i)  através  das palavras cujo total é 
[image: image357.wmf]n
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 ,quando agregamos a estas mais uma letra em seu final, escolhida  dentre as seguintes letras:   1,2 e 3. 
(ii) através  das palavras cujo total é 
[image: image358.wmf]n
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 , quando agregamos a estas a letra, 0,  em seu final;
De  (i) e (ii) segue-se que:      
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Agora, de  (1) e (2)  podemos escrever :   
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De (3) e do fato  de termos  
[image: image361.wmf]2
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Portanto, de (3) e  (4),  segue-se que              
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Esta é uma equação de recorrência linear homogênea com coeficientes constantes,  

cuja equação  característica correspondente é dada por:       
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Raízes da equação característica :   
[image: image366.wmf]4
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Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo 
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 na relação acima,   obtem-se o sistema:
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Resolvendo este sistema encontramos :  
[image: image370.wmf]2
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Logo,                                         
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Portanto,    
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Nota:    Uma segunda solução    é obtida quando observamos que 
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 é o número de palavras de n letras com 2k letras  iguais a 0. Daí obtem-se    
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[image: image377.wmf])
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b)    Determinar o número de palavras com n letras formadas a partir do alfabeto  e satisfazendo a condição:      ter número par de zeros e uns.
Acredito que o enunciado acima permita as duas interpretações a seguir.
Interpretação 1 Considerando  que “ ter número par de zeros e uns” signifique que a palavra de n letras deva  ter  um número par de zeros(0) e um número par de uns (1).
Interpretação 2  Considerando que “ ter número par de zeros e uns”  signifique que a soma do número de zeros    (0)   com o número de uns(1) usados para formar a palavra de n letras  é um  número par.

Resolveremos a seguir o problema  em uma forma global dando no fim uma resposta para ele segundo cada  interpretação feita acima.   Sejam

[image: image378.wmf]n
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 o número de palavras de n letras contendo um número par de zeros e um número par de uns.

[image: image379.wmf]n
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 o número de palavras de n letras contendo um número impar de zeros e um número impar de uns.

[image: image380.wmf]n
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 o número de palavras  de n letras contendo um número par de zeros e um número impar de uns.

[image: image381.wmf]n
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 o número de palavras de n letras contendo um número impar de zeros e um número par de uns.

Com estas considerações, podemos escrever as relações:
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decorre do principio fundamental da contagem e do fato de existir 4 possibilidades para cada letra.
                                                                
[image: image383.wmf]n

d

n

c

=

                                                   ... (2), 
decorre do fato da quantidade de ímpares ser a mesma que a dos pares no alfabeto {0,1,2,3}.
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  ...(3), 
pois  cada palavra de n+1 letras contendo um número par de zeros como também de uns pertence a uma  e    somente uma das classes abaixo:

(i) Palavras cuja a última letra, ou é 2 ou 3.  Estas palavras são obtidas das  
[image: image385.wmf]n

a

 palavras, quando   agregamos  a  estas a letra, 2 ou 3, em seu final.
(ii)Palavras cuja a última letra é 1.Estas palavras são obtidas das 
[image: image386.wmf]n

c

  palavras,    quando  agregamos  a  estas a  letra, 1,  em seu final.
(iii)Palavras cuja a última letra é 0. Estas palavras são obtidas das 
[image: image387.wmf]n
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 palavras,   quando  agregamos  a  estas a letra, 0,  em seu final.
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contendo devido a cada palavra de n+1 letras um número par de zeros e um número ímpar de uns pertence   a   uma e somente uma das classes abaixo:
 (i) Palavras cuja a última letra 1, .  Estas palavras são obtidas das  
[image: image389.wmf]n
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 palavras,quando agregamos a   estas a letra  1 em seu final.

(ii)  Palavras cuja a última letra é 0.Estas palavras são obtidas das 
[image: image390.wmf]n
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  palavras, quando agregamos a estas  a  letra, 0,  em seu final.
(iii)  Palavras cuja a última letra  ou é 2 ou 3. Estas palavras são obtidas das 
[image: image391.wmf]n
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 palavras,quando  agregamos   a estas a letra,2 ou 3,em seu final.
De   (1),(2) e (4)  tem-se
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Daí segue-se também        
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Finalmente, podemos escrever de (3) e (5):
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ou melhor ainda
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Subtraindo membro a membro , obtem-se  
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Decorre desta última,  a relação  abaixo de recorrência para 
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Esta é uma equação de recorrência linear homogênea com coeficientes constantes,  

cuja equação  característica correspondente é dada por:       
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Raízes da equação característica :   
[image: image403.wmf]4

    

e

    

2


Assim,

[image: image404.wmf]1

n

    

,

 

n

4

.

n

2

.

n

a

³

b

+

a

=

     
Atribuindo a n os valores 1  e 2 e em seguida substituindo 
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 na relação acima,     obtem-se o sistema:
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Resolvendo este sistema encontramos :  
[image: image407.wmf]4
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Logo,                                         
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Portanto,    
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    corresponde ao número de palavras com número par de zeros e número par de uns   e
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 corresponde ao número de palavras em que  a soma do número de zeros    (0)   com o número de uns(1) usados para formar a palavra de n letras  é um  número par.

Nota:      Uma segunda solução  para a interpretação 1 é obtida quando observamos que  
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  é o número de palavras de n letras com 2k             letras   0 e 2p letras  1.  
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