XXVI OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

PRIMEIRA FASE ˘ NÍVEL 3 (Ens ino Médio)

GABARITO

GABARITO NÍVEL 3

1) D 6) D 11) C 16) C 21) B

2) D 7) B 12) B 17) B 22) A

3) C 8) C 13) B 18) E 23) D

4) D 9) A 14) D 19) B 24) C

5) D 10) B 15) E 20) B 25) D

1. (D) f (4) = 5; f ( f (4)) = f (5) = 2; f ( f ( f (4))) = f (2) = 1; f ( f ( f ( f (4)))) = f (1) = 4.

Logo, como 2004 émúlt iplo de4,

2004 vezes

( (...( ( (4))...)) 4 f f f f =

� �

2. (D)

F

E G

7

7 A C B 18 1 D

Sendo G a projeção ortogonal de E sobreo segment o

DF , então EG = 7.

Como AEB éumtriângulo retângulo em E ,

2 2 1 25 5. EC AC CB EC EC

= × Û = × Û =

Como AFB éumtriângulo retângulo em F ,

2 2 8 18 12. DF AD DB DF DF

= × Û = × Û =

Logo FG = DF ˘ EC = 7 e EF 2 = EG 2 + GF 2 Û EF =

7 2.

3. (C) Seja m a b c

£ £ os lados do triângulo e S a sua área. Temos que

20 15 12 3

2 2 2 5 a b c a S c

× × × = = = Þ = e 4

5 b

c

=, ou seja, o triângulo t emlados proporcionais a 3, 4, 5

eportanto, seu maior ângulo int erno é90 ° .

4. (D) Veja solução do problema 25 do Nível 2.

5. (D) 2 3 2 3 6 13 6 4 8 18 54 192 ( 2 ) (2 ) ( 2 3 ) (2 3 ) ( 2 3) 2 3

× × × × = × × × × × × × = × Como o produt o das

incorretas éumcubo perfeit o, os expoent es queaparecemna fatoração dest eproduto em

primos devemser múltiplos de3. Logo a alternativa correta deveser da forma 2 3a b×, onde

13 6 13 6 2 3 2 3 2 3 a b a b

- - × = × × étal que13 ˘ a e6 ˘ b são múltiplos de3 Û a ˘ 1 e b são múltiplos de3.

Assim, a alternativa correta éa queapresenta 54 = 2 × 3 3 .

6. (D) Consider eos subconjunt os {1, 9, 17}; {2, 10, 18}, {3, 11, 19}, {4, 12, 20}; {5, 13}; {6,

14}; {7, 15}; {8, 16}. Dos quatro primeiros podemos tomar no máximo 2 element os edos

dema is no máximo 1 demodo a não ha ver dois númer os cuja diferença é8. Logo o menor

int eir o n é 4 2 4 1 1 13.

× + × + =

7. (B) 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 ... 1001

3 3 5 5 7 2001 2003 a b æ ö æ ö æ ö æ ö - = - + - + - + + - = ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ è ø è ø è ø è ø

2 1001 1001 1001 2

1 1 1

1 1 2 1 1 1

2 1 2 1 (2 1)(2 1) 2 2 ( 2 1)( 2 1) n n n n n

n n n n n n = = = æ ö æ ö - = = + = ç ÷ ç ÷ - + - + - + è ø è ø å å å

1001 1001

1 1

1001 1 1 1 1 500, 5

2 2 (2 1)(2 1) 2 ( 2 1)( 2 1) n n n n n n = =

+ = +

- + - + å å

Agora podemos observar que

1001 1001

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 (2 1)(2 1) 4 2 1 2 1 4 2003 2 n n n n n n = = æ ö æ ö = - = - < ç ÷ ç ÷ - + - + è ø è ø å å e, portanto, o int eiro ma is

próximo de a ˘ b é501.

8. (C) Quando a altura da areia no coneint erior éa meta deda

altura da areia no conesuperior, passarampara o cone

inferior

3 2 19 1

3 27 æ ö - = ç ÷ è ø do volume total deareia.

Portanto demora

19 19 1h 30 min 5400s 3800s 1h 03 min 20s.

27 27

× = × = =

2h

h

9. (A) Fazendo n = 0, temos f (0) ˘ f (2) = 9

Fazendo n = 2, temos f (2) ˘ 3 f (0) = 25

Somando as duas igualdades, obtemos ˘2 f (0) = 34, elogo f (0) = ˘ 17.

10. (B) É possível for mar os númer os 10 , 10 , 10 , 10 , 10 , 10 a b b a a c c a b c c b

+ + + + + + cuja

soma é 22( ).

a b c

+ + Logo 22( ) 484 22. a b c a b c

+ + = Û + + = Então, sendo

0 9, a b c

£ < < £ c éigual a 9.

Listando as possibilidades, {6, 7, 9} e{5, 8, 9}.

11. (C) Seja a o número defaces ocr es do segundo cubo, quetemportanto 6 ˘ a faces ma gentas.

A probabilidadedeas duas faces ter ema mesma cor (Ocre eocr eou magenta ema genta) é

5 1 (6 ) 4 6 2 3 .

36 36 18 a a a a

× + × - + + = =

Temos

2 3 1 2 3 9 3.

18 2 a a a

+ = Û + = Û =

12. (B) Veja Solução do Problema 10 do Nível 2.

13. (B) Veja Solução do Problema 12 do Nível 2.

14. (D) Observemos quetodos os númer os primos menor es ou iguais a n aparecemna fatoração

de n !. Como 17 não éfator de n !, temos n < 17. Alemdisso, como n !t em 3 fatores 5 eos três

primeiros múlt iplos de5 são 5, 10 e15, quenã o têmmais deumfator 5, temos 15.n³ Logo

n = 15 ou n = 16.

Como há 16 8

2

= númer os pares menores ou iguais a 16, sendo 16 4

4

= múltiplos de4, 16 2

8

=

múlt iplos de2 e1 múlt iplo de16, 16!admit e8 + 4 + 2 + 1 = 15 fatores 2, logo n = 16.

15. (E)

E

D

G

A B

Y X

C

F

Sendo

l ABC umdos ângulos int ernos do heptágono, l (7 2) 5 ( ) .

7 7 m ABC rad

p p - × = = Assim, como l ( ) 90 ,

2

m AB X rad

p = ° = l l l 5 11

( ) 2 ( ) ( ) 2 .

7 2 14

m X BC m ABC m A B X rad

p p p p p = - - = - - =

Sendo ,

BX AB BC = = o triângulo XBC éisósceles. Portanto

l l 11

( ) 3 14 ( ) .

2 2 28

m X BC m B X C rad

p p p p - - = = =

16. (C) Lembrando que ( ) 0 x x x

= Û ³ e ( ) 0 x x x

= - Û £

( ) 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 x x x x x x x x

+ - + - - = Û + - + - - =

2 1 2 ( 2 1)( 2 1) 2 1 4

2 1 0

x x x x x x x x x x

+ - + × + - - - + - - = Û

- - ³

2

2

4 4 2

2 ( 2) 2 0

4 4 1 2

1 1 1 0

x x x x x x x x x x x x

- + = -

- = - - - £

Û ³ - Û Û Û £ £

³ ³ - ³

Logo o conjunt o das raízes da equação éo int er valo [1;2].

17. (B) Seja m MN = h e BN = x . Pelas relações métricas no triângulo retângulo BMN ,

2 2 (6 )

MN BN NC h x x = × Û = - (I).

M

A

D

C B

h x N 6 ˘ x

2

4

Alémdisso, na segunda figura, os triângulos AMF e ADE são semelha nt es, logo

2 2.

6 2 3

AF MF x h x h

AE DE

- = Û = Û = + Substituindo em(I), obt emos

2

2 2 (6 ) 5 21 18 0

3

x x x x x æ ö + = - Û - + = ç ÷ è ø

3 x Û = ou 6 .

5

x =

Como o triângulo BMC não éisósceles, 6 .

5

x =

Assim, considerando quea altura relativa ao lado AB do triângulo ABM mede x , a área desse triângulo é

6 2 6 5 .

2 2 5

AB x × × = =

M

A

D

C B

F x N 6 ˘ x

2

E 6 ˘ x

h ˘2 x

2

2

2

18. (E) Veja Solução do Problema 3 do Nível 2.

19. (B)

P

A

B

X

C

Do lado defora da loja, uma pessoa avista 14 blocos, no máximo. São eles os 8 blocos na frent e da loja, mais 2 na baseinfer ior emais 4 na base int er mediária da pilha. Eledeixa deenxer gar os 3 blocos marcados comum círculo na figura à esquer da. Destacamos na figura o plano vertical P, para mostrar quea aresta AB impedea visão da aresta vertical do bloco X, quefica totalment e ocult o. A visão por cima tambémnão alca nça os 3 blocos marcados comum círculo, porqueo pla no devisão det er minado pela aresta AC tem declividade 1 / 8 (veja a figura abaixo).

0, 2m

1, 6m

20. (B) Veja Solução do Problema 23 do Nível 1.

21. (B) As 10 notas medianas são maior es ou iguais à maior das 10 piores notas esão menor es ou iguais à menor das 10 melhores notas. Logo as 10 notas medianas são maior es ou iguais a 3 e menor es ou iguais a 9.

Dest emodo, sendo M a média da sala,

10 3 10 3 10 9 10 3 10 9 10 9 5 7

30 30

M M

× + × + × × + × + ×

£ £ Û £ £

22. (A) Veja a Solução do Problema 20 do Nível 2.

23. (D) Seja 2 N x = , x int eiro positivo. Ao trocar cada algarismo de N pelo seu sucessor, obt emos umnúmer o 1 dezena e1 unidadema ior, ou seja, N + 11.

Como N + 11 équadrado perfeito, 211N y + = , sendo y int eiro positivo. Logo

2 2 11 ( )( ) 11 1 x y y x y x y x

+ = Û - + = Û - = e 11 5 y x x

+ = Û = e 6. y = Logo

2 5 25,

N= = cuja soma dos algarismos é2 + 5 = 7.

24. (C) Va mos primeiro contar os agrupament os 21 obtidos a partir deumpar denúmer os consecutivos tal queo primeiro t er mina com2 eo segundo começa com1, quesão os seguint es 11 casos:

12 13, 102 103, 112 113,...,192 193.

Vamos agora listar os númer os quet êmo agrupament o 21 no meio desua representação decimal:

21, 121, 221,�,921

210, 211,�,219

Temos então 20 números nessesegundo caso, eportanto a resposta é11 + 20 = 31.

25. (D) Veja a solução do problema 21 do Nível 1.