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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 2.0
lc 1.5
2a 1.0
2b 0.5
2¢ 1.0
3 2.0
Total 10.0
Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao ¢ permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou caneta preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voce nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)

~+
no

Solucao:
Aplicando a transformada de Laplace temos

6 — —2s

52Y(s)—1—5sY(s)+6Y(s)=%>

donde
_ —2s
Y(s) = s+ 6 — 6e

s(s —2)(s—3)

S (O . S I (. B

T \ls s—2 s-—3 s s—2 s—3
donde

y(t) =1 —4e* 4+ 3e” +us(t) (-1 + 32(t-2) _ 263@72)) .



y"(t) —6y'(t) +9y(t) = 2¢”, y(0) =1, y'(0)=4.

Primeira solugao:

A equacgao homogénea associada A2 — 6\ + 9 = 0 tem raiz dupla A\ = 3
donde a solucao da equacao homogénea associada é

’yh(t) = C’le?’t + Cztegt.

Vamos procurar uma solugao particular da forma y,(t) = Cst?e*.
Temos

y(t) = C5(3t* 4 2t)e™
yn(t) = C3(98% + 12t + 2)e™
Yy (t) — 6y'(t) + 9y(t) = Cs2e™

e portanto temos uma solucao particular para C3 = 1. Assim a solucao
geral da equagao é

y(t) = (Cy + Cot + )™

com y(0) = Cy e ' (0) = 3C; + Cy. Assim as condigoes iniciais dao
Ci = Cy =1 e portanto

y(t) = (1 +t+1%)e™.

Segunda solugao:
Aplicando a transformada de Laplace aos dois lados da equacao temos

2
s*Y(s) —s—4—65Y(s) +6+9Y(s) = 3
S_
donde
s —5s+8
V()= _"°""°
1 L2
S s5—3 (s—3)2 (s—3)3
donde



v - =0, a=(; ). wo=(3).

Solugao:

Os autovalores de A sao 2 £ ¢ donde exp(tA) = «A + (I onde
(24 i)a+ B =c*cost tie* sent. Assim 2a + 3 = e* cost e
a = e* sent donde

cost —sent
sent cost

exp(tA) = e* (

y(0) = explt0) =36 (001

sent



2. Seja (y,) a sequiéncia definida por

Yng2o =N+ 1 —=Ypni1 —Yn, % =0, y1=0.

(a) Encontre uma férmula para y,,.
(b) Calcule y,, para n <6.
(c) Calcule yo00s; simplifique sua resposta.
Solucao:
(a) A equagdo algébrica associada A\* + A 4+ 1 = 0 tem rafzes w e @ onde
IRVE] (Qm) 1 V3 < 2m')

3

W= —=+ —1i=exp W= ————1i=¢exp 3

2 2 2 2

donde a solucao da equacao homogénea associada é
?jn = Clw" + OQ@n.
Vamos procurar uma solucao particular da forma y, = Csn + C4. Temos

Ynt1 = Csn+ C3 4+ Cy
Ynt2 = Csn + 205 + Cy
Ynt2 + Ynt1 + Yn = 3Csn + 3C5 + 3Cy

o que d4 uma solugao particular para C3 = 1/3, Cy = 0. Assim a solugao
geral da equagao ¢

n
Yn = g + Clw” —+ ngn.

Pelas condigoes iniciais temos C7 + Cy =0, 1/3 + wC + wCy = 0 donde
1 1

Ci=—%=, (Cy=-——%x,

e finalmente

I -
"3 3v/3
~n 2sen(2n7w/3)
3 33
0, n = 3k,
_ g +{-1/3, n=3k+1,  (ondek é inteiro)

1/3, n=3k+2.



(b) Quer pela férmula obtida no item (a) quer pela equacao de diferengas
no enunciado é facil obter

=1, ys=1 w=1 y=2, y=2
O padrao continua assim:

0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,7,7,7,8,8,8, . ..

(¢) Quer pela férmula obtida no item (a) quer pelo padrao observado no
item (b) temos

Y2008 = 2008/3 — 1/3 = 2007/3 = 669.



3. Seja y(t) a funcdo suave definida por
(el — 1)y(t) =t.
Encontre os coeficientes a; da expansao de y(t) em série de poténcias
y(t) = ap + art + axt® + - +apt* + - -

para k =0,1,2,3.

Solucgao: Temos
(e = Dy(t) =

t2 t3 t4 2 3 4
=+ g+t (ao + art + axt® 4+ ast® + ast* + -+ ) =

_ a0 2 a1 QoY 3 G2 1 Ao\ o4, o _
—aot+<a1+2!>t+<a2+2!+3!>t+<a3+2!+3!+4!>t—|— —

=t+ 0+ 0>+ 0t" + - - -

donde
ag =1
a1+-%%::
a2+-%%%—%%::0
a3+-%%%—%%%—%?-—0
donde
ag =1
a1
e

a2:————:_



