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Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou caneta preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)

y — Ay = b(t), A:(:zll —91)’ b(t):(l‘zt)’ y(O):((l))'

Solugao: Os autovalores de A sao —1 £ 67 donde exp(tA) = oA + 5,1
onde ay(—1 =+ 6¢) + 5 = e (cos(6t) £ isen(6t)). Assim
ay = (1/6)e " sen(6t), B, = (1/6)e (6 cos(6t) + sen(6t)) donde

et [ 6cos(6t) 9sen(6t)
exp(td) = (_4 sen(6t) 6008(615)) '

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma
[ Cit+ Oy
n = (0n 16
Substituindo,

, ~ ((Cy =9C3)t+ (Cy + Cy — 9CYy)
y,(t) — Ay,(t) = ((401 + Cy)t 4 (4C, + C + 04)) '

Expandindo temos o sistema

4 —9C}s =1
01 + 02 — 904 =1
4C4 +Cs =4

+4CQ+03+C4:O

que tem solucao C; =1, Cy, = C3 = Cy = 0. Assim a solugao geral da
equacao ¢

(1) = t 4+ 6C5e" cos(6t) + 9Cse ™" sen(6t)
~ \ —4C5e " sen(6t) + 6Cge " cos(6t) )

Pela condigao inicial temos C5 = 1/6, Cs = 0 donde

t + e~ " cos(6t)

y(t) = (_(Q/S)e_t sen(ﬁt)) '



yi = 6y1 — Yo,

Solugao: Seja

Assim

exp(tA) = exp(tS) exp(tN) = e* (

(

Y1 (1)
Ya(t)

)-e(

1+2t
4t

yh = 4dy1 + 22,

—t
1-2¢

y1(0) =1, u2(0) =1.

=3 %)

que tem autovalor duplo 4. Escreva

40 2 _1
A=5+N, SZ(O 4)’ N:<4 —2)'

Como SN = NS temos

)

1
1

1+2t -t
4t 1-2t)"°

_ L+t
142t)°



2. Resolva o sistema de equagoes de diferencas abaixo:

ap+1 = Day + 3b, +10,  byy1 =2a,+b,+2, ap=1, by=0.

A:@ f)

A matriz A tem autovalores \; = 3+ 110~ 6.16 e Ay =3 — /10 ~ —0.16 e
autovetores v; = (3, —2 + v/10) e v, = (3, =2 — V/10), respectivamente. E
natural conjecturar que exista uma solucao particular constante a, = Cs,

b, = Cy. Substituindo temos C3 = 5C3 4+ 3C, + 10, Cy = 2C3 + Cy + 2
donde C3 = —1, Cy = —2 Assim a solugao geral do sistema é

<Z:) = C1(3+V10)" (_2 f\/1_0> + Co(3—V/10)" (_2 _3\/1—0) + (:;) :

Em particular

()= ()= (dvm) e m) + (5)

donde C; = (24 v/10)/6 e Cy = (2 — v/10) /6. Assim

(Z:) _ 2+ \/E)é?wr V1o)" (—zj\/ﬁ) N

. (2 — \/1_0)((33_ V10)" (_2 _3\/1_()) N <—1) |

Solugao: Seja




3. Considere os seis diagramas de fase desenhados na proxima pagina. Cada
um deles mostra as curvas (y;(t),y2(t)) onde y = (y1, y2) sado solugoes da
equacao y’ = Ay para alguma matriz 2 x 2 real A. As seis matrizes
encontram-se entre as oito opgoes abaixo.

-4 1
3 =2

Para cada um dos diagramas, identifique a matriz correspondente.



\
(

A
ﬁ\yl
/
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Solucgao:

A correspondéncia correta é, lendo as figuras por linhas: g, h; e, ¢; b, f. Ha
muitas formas corretas de demonstrar que esta é a correspondéncia correta.



4. (a) Dé um exemplo de uma matriz real A; tal que a equacao y’' = Ay
admita uma solucao y; com y;(0) = (1,0), y1(1) = (0, 2),
y1(2) = (—4,0). Calcule y,(t) e y1(1/2).
Solugao: Seja M; = exp(A;). Devemos ter M;y;(0) =yi(1) e
Miy1(1) = y1(2) donde
0 -2
M, = (2 ) ) .

Os autovalores de M;, que sdo £2i = 2exp(+(7/2)i), devem ser iguais
as exponeciais dos autovalores de A;. Uma possibilidade é que os
autovalores de A; sejam In2 £ (7/2)i. Diagonalizando M; ou fazendo o

calculo funcional temos
~ (In2 —x/2
A= (7?/ 2 In2 ) '

o (cos((m/2)t) —sen((m/2)t)
exp(t4;) = 2 (sen((w/2)t) cos((m/2)t) >

Temos

—_ =

i) =2 (MDD w12 =

(b) Dé um exemplo de uma outra matriz real A, tal que a equagao
y' = Ay admita uma solucao ys com y,(0) = (1,0), yo(1) = (0,2),
v2(2) = (—4,0), y2(1/2) # y1(1/2) (onde y; é a funcdo obtida no item
anterior). Calcule yy(t) e y2(1/2).

Solucgao: Temos My = M;, mas os autovalores de Ay podem ser
outros, por exemplo In2 £ (57/2)i, que corresponde a

A — In2 —57/2
27 \5m/2  In2

cos((bm/2)t) —sen((bm/2)t)
ep(idz) = <Sen ((57/2)t)  cos((5m/2)t) )

0= (i) 202 =(0)



