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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 2.0
2a 1.0
2b 1.0
2b 1.0
3a 1.0
3b 1.0
4 1.0
Total | 10.0
Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta. Nao use caneta
vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo, isto é, encontre a funcao y(x)
que satisfaz a equacao diferencial e as condicgoes iniciais dadas.
(a)
, T+1
x

y=uz, y(1)=0.

Y

Solucgao:
A equacao é linear; vamos primeiro resolver a equacao homogénea
associada:

,  xT+1

yp =0

ho g
/%:/x—i—ldx
Yh x
In(yn) = = + In(2)
yp = e’

Y

Para encontrar uma solucéo particular, escreva y, = zxe® (donde
y, = Z've” + z(x + 1)e”) e substitua na equacio:

dre =x, Z=e" z=-—e" y,=-x
donde a solucao geral é
y=—c+ Cxe® =x(Ce” —1).
Temos y(1) = —1 + Ce = 0 donde

y = x(e@ V) —1).



y" + 6y +25y =252+ 31, y(0)=1, %(0)=0.

Solucao: As rafzes da equacao algébrica associada A\? + 6\ + 25 = 0
sao os complexos conjugados —3 =+ 47 donde a solucao da equagao
homogénea associada é

yn = Cre " cos(4x) + Cre ™" sen(4x).

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma
yp = Csz + Cy. Substituindo temos

y, + 6y, + 25y, = 25Csx + (6C3 + 25C,) = 25z + 31
donde C3 = C; = 1 e a solucao geral da equacao é
y = Cre " cos(4r) + Coe > sen(dx) + z + 1.

Temos y(0) = C; +1 =1 donde C; = 0. Temos agora
y'(0) =4Cy+1=0donde Cy = —1/4 ¢

1
y=-7 e sen(4x) +x + 1.



2. Considere a equacao de diferencas abaixo:

Yn+2 + Yn+1 — Yn = 0.

(a) Encontre a solugao geral da equagao.

(b) Diga se existe solugdo com yy = 1 e y,, > 0 para todo inteiro n > 0; se
existir, determine os possiveis valores de ;.

(c) Diga se existe solu¢ao com yo = —1 e y, > 0 para todo inteiro n > 0; se
existir, determine os possiveis valores de ;.

Solucgao:

(a) A equagdo algébrica associada A + A — 1 = 0 tem raizes

1-5 145
AlzT\/_%—lﬁ, )\2:+\/_%0.6.

A solugao geral é

-1-V5)" ~1+v5\"
e

(b) Observe que o sinal de A} alterna (positivo para n par, negativo para n
impar). Como |A1| > 1 > |Ag| o sinal de y,, é determinado pelo sinal de

C1 AT e portanto alterna para n suficientemente grande ezceto se C; = 0.
Assim as unicas solugoes com sinal constante sao da forma

“1+5)
e (235

Se Cy =1 temos y,, = A} > 0 para todo n, a unica solugao satisfazendo as
condicoes do enunciado; neste caso

 —1+45

Y1 = Ao 5

(c) Pelo que vimos no item anterior, para que os sinais nao alternem a

solucao deve ser da forma
VAN
Yn = Cy (T) ;

mas neste caso todos os termos tém o sinal de yy. Assim nao existe solugao
satisfazendo as condi¢oes do enunciado.



3. Considere a equacao de diferencas abaixo:

2
n 7
Ynt1 T (ys) = 57 1Yo = V 10.

(a) Calcule y,, paran =1,2,...,5.
(b) Calcule Y2008 -

Solugao: (a) Aplicando a equacao temos
p=-1 =2 y=1 wu=2 y=1

(b) Pelos ltimos termos calculados no item anterior vemos que

)2, ypary>2;
771,y fmpar,y > 3;

e portanto ysp0s = 2.



4. Obtenha uma equagao diferencial linear de primeira ordem (i.e., uma
equagao da forma y'(z) + a(x)y(x) = b(z)) que admita as duas seguintes
solucoes:

yi(z) =z, plr) =e".

Solugao: Substituindo na equagao temos

1+ a(z)r = b(x),
e’ +a(x)e” = b(x)

donde v q v
e’ — e’ —
)= b =1
e a equacao é
e’ —1 e’ —1
y'(x) - y(r) =1 -z




