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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 1.0
2a, 1.0
2b 1.0
2¢ 1.0
3a 1.0
3b 1.0
4a, 1.0
4b 1.0
Total 10.0
Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao ¢é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou caneta preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Seja y a solucao do problema de valor inicial abaixo:

y'(t) +4y(t) = f(t), y(0)==/4, ¢'(0)=0

onde
0<t<m

f(t):{g_t’ t> .

(a) Calcule y(t).
(b) Faga um esbogo do grafico de y(t).

Solugao: (a) Temos
flt)=m—t+u(t)(t —m).

Aplicando Laplace aos dois lados da equagao temos
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Y — — 4Y = — — — 1+ —
° 4S+ s 52 52
donde
Y:%s?’—ﬂrs—l_’_ e~
s2(s2 4 4) s2(s2 +4)
Tlo11 12 (11 12
= - — — — _ e _
45 452 852422 452 852422
donde
t 1 t— 1
y(t) = % -zt gsen(Qt) + ur (1) ( 1 T gsen(Q(t — 7?))) :



(b) Temos

11
) — ;T gcos(2t), 0<t<m,
y =

07 — Y

1q
” zsen(2t), 0<t<m,
y'(t) =

0, t>m

A partir destas férmulas é facil ver que y(0) =7n/4 e y(t) = 0 para t > 7, a
funcao y é decrescente no intervalo (0, 7) com tnico ponto de inflexao em

y(m/2) = m/8.

y(t)

/4

/8




2. Considere o problema de valor inicial abaixo:

o+ (1+5)i0 - L5 y0 -1 v o

Considere ainda a expansao em série de poténcias da solucao:
Y = ao + ait + agt® + agt® + -+ apt" + - .
(a) Encontre uma equagao de diferengas relacionando os coeficientes a,,.
(b) Encontre a,, para n < 10.
(c) Diga se o ponto t = 0 é ponto de minimo local de y(?).
Solugao: (a) Pelo enunciado, ag = 1 e a; = 0. Expandindo temos
¢
Y = 2ay + 6ast + 12a4t> + -+ (n + 1) (n + 2)apyot™ + - -

Y =ag+ait +agt? + -+ apt" + -
2

1 1
—y =040+ —agt®’+ -+ —a, ot" +---
23/ + +2a0 + +2a ot +

t -t
+ 1
T 1404+ 2ot e
2 2!
donde, para n > 2,

1 L n par,
(04 1)1+ D+ + S = 0 = { P
2 0, n impar.

Ocason=0da2ay +ay=1donde ay =0. O cason =1da 6as +a; =0
donde a3z = 0.

(b) Aplicando a relagao do item (a) temos

12a4+a2+§a0:% — a4 =0
20a5+a3+%a120 — a5=0
30a6—|—a4—|r—a2:l — a6:L
2 24 720
42a7+a5—|—%a320 — a;=0
56ag+a6+§a4:7710 — ag=0

1
72a9+a7+§a5:0 — a9 =0.

(¢) Temos y(t) = 1+ t°h(t) onde h(t) = ag + ast + - - é uma fungao suave
com h(0) =1/720 > 0. Assim temos h(t) > 0 para ¢t proximo de 0 e
portanto y(t) > 1 para t # 0 préximo de 0. Assim o ponto ¢ = 0 é ponto de
minimo local de y(t).



3. Em cada um dos itens abaixo é dada uma funcao F. Encontre f, a
transformada de Laplace inversa de F'.

(a)

6—25

Fls) = — &
() s34+ 452+ 5s

Solucgao: Temos

Fls) = e2 11 1 s+2 2 1
S) =€ —_—— = R
5s H(s+2)2+12 5(s+2)2+12

donde
1 1 —2(t-2) 2 —2(t—2)
ft) = ux(t) 55 cos(t —2) — € sen(t —2) | .
(b) 1
g —
F =
(s) o3
Solucgao: Temos
1 2
F(s) =

(5—3F ' (s—3)
donde

1 1
D) — D263t 4 S 33t
f(t) 5 e +3 e



4. Em cada um dos itens abaixo é dada uma funcao f. Calcule a transformada
de Laplace F' de cada uma destas fungoes.

(a)

f) =1~
Solugao: Temos f(t) =1 —t+ 2uy(t)(t — 1) donde
1 1 2
F(S):;—8—2+ 52 .

(b) A fungao f tem o grafico abaixo:

Solugao: Temos
F) =1+u(t)(=2(t = 1)) + ua(£)(2(t — 2)) + us(t)

donde




