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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 3.0
1b 3.0
lc 3.0
2 2.0
3a 0.5
3b 0.5
3c 0.5
3d 0.5
Total 10.0
Instrucoes

e Nao ¢ permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a ldapis ou a caneta.

Vocé tem direito a uma folha de consulta.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Escolha dois dentre os tres sistemas abaixo e resolva-os. Indique
claramente quais itens devem ser corrigidos.

(a)

Ui =5y1+2y2, Y5 =2y1 +5y2, 11(0) =3, y2(0)=1.

Solucgao:

O problema pode ser reformulado como

y = Ay, Az(; §) y<0>=®

donde y(t) = ey(0); falta calcular e,
O polinémio caracteristico de A é

pa(N) = det <(A__25 A__25)> = A —10A+21=(A=3)(A=17)

donde e = o A + 3,1 onde

Toy + B =e™
30ét + ﬁt = 63t
donde
e?t _ €3t 7€3t _ 3e7t
Oy = 4 , B = T’
A 1 feTtpedt Tt gt
e = 2 <€7t . T +€3t> )

2€7t —I— 63t
Y<t) = (26” et )
e, finalmente,

yi(t) =2e" + e, ya(t) =27 €.



voay= (L) a=(50) vo=(}).

Solucao:
Temos

pa(\) = det <<; ;2)> =\ 4= (\—2i)(\+ 2)

donde 4 = oy A + (3,1 onde
2ic; + By = e = cos(2t) + isen(2t),
—2icy + B = e " = cos(2t) — isen(2t)
donde

—sen(2t) cos(2t)

A _ ( cos(2t) sen(2t)>'

E natural conjecturar que exista uma solucao particular constante:

O AR )

donde a equacao diferencial torna-se
—202 = 1, 201 = -2

e portanto
C1 = —1, Cy = —5
e a solugao geral da equacgao é

vo= () + (i, ) ()

faltando apenas determinar c3 e ¢4. Temos

0 ()0
donde ¢; =2, cs =3/2 e

1 <_2 + 4 cos(2t) + 3 sen(Qt)) |

y(t) = —1 — 4sen(2t) + 3cos(2t)

T2



Ap+1 = 4an — bn, bn+1 = a, + an, ag = 1, bo =1.

()= () =)

e falta calcular (ou simplificar) A™. Temos

pa(\) = det ((A__l“ A;)) N6 9= (A—3)

donde A™ = «,, A + (3,1 onde

Solucgao:

Temos

3"y, + By = 3"

o, =n3" !
donde o, = (1/3)n3", B, = (1 —n)3" e

n W (14 (1/3)n  (=1/3)n
AT =3 ( (1/3)n 1—(1/3)n)

donde
a, = b, = 3".



2. Considere os quatro diagramas de fase desenhados na proxima péagina.
Cada um deles mostra as curvas (y1(t), y2(t)) onde y = (y1,y2) sao solugbes
da equacao y' = Ay para alguma matriz 2 x 2 real A. As quatro matrizes
encontram-se entre as seis opgoes abaixo.

@ (7 o)

Para cada um dos diagramas, identifique a matriz correspondente.
Justifique brevemente.

Solucgao:
A correspondéncia correta é 1d, 2c, 3a, 4e.

Isto pode ser verificado, por exemplo, estudando os sinais dos autovalores
das matrizes acima. No item (a), temos autovalores reais de sinais opostos e
portanto uma sela (como em (3)). No item (b) temos um autovalor igual a
0 e portanto uma figura degenerada (que nao aparece na proxima pagina).
No item (c) temos dois autovalores complexos conjugados de parte real
positiva e portanto uma espiral para fora (como em (2)). No item (d) temos
dois autovalores complexos conjugados com parte real 0 e portanto o6rbitas
fechadas (como em (1)). No item (e) temos autovalores reais positivos
distintos e portanto todas as dorbitas saem da origem e temos orbitas
contidas em duas retas correspondentes aos autovetores (como em (4)). No
item (f) temos autovalores reais negativos distintos e portanto todas as
orbitas entram na origem e temos érbitas contidas em duas retas
correspondentes aos autovetores (novamente uma figura que nao aparece).
Nao houve ambiguidade donde podemos afirmar que encontramos a
correspondéncia correta.
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3. Diga se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique
brevemente.

(a)

Seja y(t) = (y1(t), y2(t)) uma solu¢do nao nula de y'(t) = Ay(¢), onde
A é uma matriz real 2 x 2. Se limy_, 1, y1(t) = 0 entdo

limg o0 y2(t) = 0.

Solucao:

FALSO. Um contraexemplo é

) ()

lim y(t) =0, lm ys(t) = +o0.

t——4o00 t—-+o0

Temos

Seja y(t) uma solucao nao nula de y’(t) = Ay(t), onde A é uma matriz
real 2 x 2. Se lim;_, o, |y(t)| = 400 entdo lim;_, . |y(¢)| = 0.
Solucao:

FALSO. O contraexemplo dado no item (a) serve, a curva de cima na
figura (3) da questdo 2 também serve.



(c) Seja y(t) uma solugao nao nula de y'(t) = Ay(t), onde A é uma matriz
real 2 x 2. Se y(1) = y(0) entao y(2) = y(0).
Solucgao:
VERDADEIRO. Temos y(1) = ey(0) = y(0) donde

y(2) = >y (0) = e (ey(0)) = ey(0) = y(0).

(d) Sejam y1(t) e ya(t) solucdes de y'(t) — Ay(t) = b(¢), i.e.,
yi(t) = Ayi(t) = b(t), y5(t) — Aya(t) = b(?).
Seja ys(t) = 2(y1(t) + y2(t)). Entdo y; também ¢ solucao, i.e.,
y3(t) — Ays(t) = b(?).

Solucgao:
VERDADEIRO.

i) - A = (2532) (- a (252 0

2
_ () — Aya (1)) + (v5(t) — Aya(t))
2
_ b(t) + b(t)




