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81. Derivadas parciais, gradiente, pontos criticos

1.1 Sejam f: R™ — R e a € R” tal que existem todas as derivadas direcionais de f em a. Prove que se
a é um ponto de minimo (méximo) local entao grad f(a) = 0. A reciproca é verdadeira?

1.2 Ache os pontos criticos das superficies definidas pelas seguintes equagoes sem usar o computador.
Usando o MAPLE somente nos itens (e) e (f), classifique-os como méximo local, minimo local ou sela:
(a) z=2"+(y—1)%
(b

) 2=t =y —1)%
(c) z=1+z%—y?%
(d) z=(z—y+1)%
(e) z—2x —zy — 3y — 3z + Ty;

(f) z=22—ay+9>— 22 +y;

1.3 Seja f uma funcio R? — R diferencidvel no ponto a € R%. Suponha que grad f(a) -y = 1 e
grad f(a) -z = 2, onde y = 24 +3j e z = i + j. Faca um esboco dos pontos x € R? em que
grad f(a) - & = 6. Calcule grad f(a).

1.4 Seja 7(z,y,2) = xi + yj + zk uma aplicagio’ de R® em R> e seja r: R?® — R definida por

r(,y, 2) = ||r(z,y, 2)]|-
(a) Mostre que gradr(z,y, z) é um vetor unitério na direcao de r(z,y, 2);

(b) Mostre que gradr™ = nr"~2r se n é um inteiro positivo (Dica: use inducio e o fato de que

grad(fg) = fgradg + ggrad f);
(¢) A férmula em (b) vale se n é um inteiro negativo ou zero?
(d) Ache uma fungao f: R® — R tal que grad f = r.

1.5 Considere as seguintes afirmagoes sobre uma fungao f: S — R, onde S C R™ é um conjunto aberto
e a é um ponto interior de S

(1) f é continua em a;

(2) f é diferencidvel em a;

(3) Existe a derivada direcional de f em a com relagao a y;

(4) Todas as n derivadas parciais de primeira ordem de f existem numa vizinhanga de a e sao
continuas em a;

(5) grad f(a) =

(6) f(x) =||lx — al|| para todo x € R™;
Seja A = (ai;) a matriz 6 x 6 tal que a;; = 1 se a afirmacéo (i) implica a afirmacao (j) e a;; =0

caso contrario. Determine o maior numero de entradas de A que conseguir.

82. Superficies de nivel

2.1 Para cada uma das fungoes f e valores ¢ € R faca um esbogo das curvas de nivel f~1(c) sem usar
o computador:

(a) f(z, y)—x2+y2, c=0,1,4,9;
(

b) f(z,y) = c=e2 el 1,e 062 €3,

(¢) f(x, y)—cos(x+y) c:—l,O7 15,7/2/2,1;

(d) f(z,y,z )—x+y+z =-1,0,1;

(e) flz,y,2)=a? +2y +32%, ¢=0,6,12;

() f(x,y,2) = sin(a? + 3% + 22), c=—1,-1/4,0,v2/2,1.

INormalmente chamamos uma fungao f: R™ — R"™ de aplica¢do se n > 1.
1



2 MONITORIA DE CALCULO II ESPECIAL — 04/09/2009
2.2 Em cada caso, calcule a derivada direcional de f para os pontos e dire¢oes especificadas:
(a) f(z,y,2) =3z — by + 2z em (2,2,1) na direcio da normal exterior & esfera z2 + ¢ + 22 = 9.
(b) f(x,y,2) = 22 — y? em um ponto arbitrério da esfera #? + y? + 22 = 4 na diregao da normal
exterior naquele ponto
(¢) flz,y,2) = z + 9% - z em (3,4,5) ao longo da curva que é a interseccdo das superficies
222 +2y% — 22 =25 e 22 + 9% = 22,
2.3 (a) Encontre um vetor v(z,v,z) normal & superficie z = /22 4+ 42 + (2% + %?)3/2 em um ponto
(z,y,z) # (0,0,0) arbitrario nesta superficie.
(b) Encontre o cosseno do dngulo 6 entre v (x,y, ) e o eixo-z e determine o limite de cos# quando
(x,y,2) — (0,0,0).
2.4 Se (x0, Y0, 20) pertence & superficie z = zy entao as linhas {z = yox, y = yo} e {2z = zoy, = = a0}
pertencem a superficie e se intersectam nesse ponto. Verifique que o plano tangente a superficie no
ponto (zo, Yo, 20) contém de fato estas linhas.

2.5 Encontre equacoes cartesianas para a linha que é tangente a ambas as superficies x2 + y? + 222 = 4
e z=¢""Y no ponto (1,1,1).

2.6 Seja f(x,y) = +/|zyl.
(a) Verifique que 0f/dx e 0f /0y sdo ambas zero na origem.
(b) A superficie z = f(x,y) tem um plano tangente na origem? [Dica: considere a curva determi-
nada na superficie pelo plano x = y.] Por que isso é possivel neste caso?

83. Aproximacgoes de Taylor
Abaixo denotaremos por T,,(f) o polinomio de Taylor de f de grau n.

3.1 Encontre a forma geral para T, (sin) (z) e Ty (cos) (). Usando o MAPLE, compare os graficos de
sinx e Ty, (sin) (z), e de cosx e Ty, (cos) (x) para n =3,5,7,9,11, m = 2,4,6,8, 10.

3.2 Prove que:
(a) Tnlerf + 029) = c1Tnf + coT, g para constantes ci, ca;

(b) (Tn f) T 1(f');
(c) Se g(x) = [T g(t)dt entdo T,119(zx) = [ T f(t)

3.3 Use o exercicio anterior para verificar que os polinémios de Taylor das fungoes abaixo sao os indicados.
Em cada caso, f estd definida para todo x para o qual f(z) faz sentido:

(a) Tu(a®) = Sy 500k
) Tullog(1 +)) = S, S
) T (1) = Shoo (-1t
d) T, (log /12 ) = S, 5
) Tn (ﬁ) = Zk:o a?h
) Tn (ﬁ) =2 k=0 25%’
(8) Tn(l+2)* =5, (2)aF, onde (¢) = 2lololoktl) 1 e R
3.4 Suponha que f tenha derivada de todas as ordens em 0. Escreva f(z) = T, f(z) + E,f(z) (ou seja,
E, f é o erro que se comete ao aproximar f por T, f). Verifique que:
(a) |Eapn(sin) (z)| < (2n+;, [Use o resultado encontrado em 3.1];
(b) |Eant1(cos) (z)] < (‘;7‘1+2 [Use o resultado encontrado em 3.1];

(c) |E2n(arctan) (x)| < 2::1 , para 0 <z <1.



