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Prefacio e garantia

A diferenca entre a revolucdo (teoria e préxis) e a con-
versa de bar (ideologia e tira-gostos) é grande. Sugerir um
curso e fazé-lo funcionar também sao duas coisas muito difer-
entes. Esse texto tem a pretensao de ir além da simples lista de
sugestoes: o material foi exaustivamente discutido e ja foi tes-
tado mais de uma vez na situagao real (alunos, provas, equipes
de professores, computadores).

Resulta disso que esse texto é uma combinacao de dois
modos de apresentacao, indicativos de dois aspectos didaticos.
Certas secoOes sao justificativas para insercao (ou eliminagao)
de toépicos, outras sao descricoes de aulas, roteiros apurados
pelo uso.

Tudo é passivel de critica, de alteragao. Cada um de nos
tem seus topicos preferidos: aqueles apresentados aqui foram
triados por anos de conversa com colegas de vérias especial-
idades, pela minha experiéncia profissional, e pelo fato que
existe mais material do que tempo de ensino. A vantagem
que esse texto tem sobre a n-ésima conversa é que aqui estao
filtrados e explicitados os argumentos: podemos comecar a dis-
cussao de um ponto mais avangado. Expostos, os argumentos
podem ser desmentidos com mais facilidade. Num mundo de
textos abertos, gostaria muito que a comunidade tomasse essas
notas como um ponto de partida para um banco de dados de
exercicios, discussoes e temas sobre o ensino basico de algebra
linear. Com a ajuda de Ana Pavani, do Departamento de En-
genharia Elétrica da PUC-Rio, esta disponivel um endereco
para os interessados em levar o projeto adiante: por enquanto,
perguntem a tomei@mat.puc-rio.br.

Os agradecimentos sao extensos: a Percy Deift, Peter Lax
e George Svetlichny por razoes carmicas, Licio Bezerra, Derek
Hacon, Paulo Henrique Viana Barros, Celso Wilmer, por infini-
tas conversas, as varias equipes de cursos de Algebra Linear de
que participei na PUC-Rio, ao Departamento de Matematica,
PUC-Rio, que me permitiu testar o material. Humberto José
Bortolossi e Max Souza ajudaram, como sempre, na edicao e
ilustracoes.



Finalmente, agradeco aos organizadores deste CNMAC
pela possibilidade de apresentar esse material. No encontro de
1998, percebi o quanto foi importante para a difusao do célculo
numeérico no Brasil que Maria Cristina Cunha, da UNICAMP,
vinte anos atras, tenha trazido a questao de seu ensino a um
CNMAC — que a tarefa sugerida esse ano tenha uma fragao
da sorte que aquela teve!

Um pouco de histéria, parcial e incompleta

Algebra linear e teoria de matrizes se confundem com
freqiiéncia. Algebra linear literalmente trataria de questoes
lineares: espagos vetoriais, transformacgoes lineares. Ma-
trizes apareceriam como representacoes convenientes de trans-
formacoes lineares. Mas autovalores sao objetos nao lineares
por exceléncia, e muito do mérito de dlgebra linear vem de seu
uso em problemas aparentemente nao lineares. Para Derek
Hacon, teoria de fibrados é algebra linear a varios parametros;
para Peter Lax, todo problema se torna linear em cardinalidade
suficientemente alta; para André Weil, a inica matematica que
se entende é a que se lineariza.

Historicamente, aplicacoes de matrizes — ou talvez, mod-
ismos — tém importancia variavel. Sylvester acreditava que
a matematica do século XX seria o estudo de matrizes cujas
entradas sao outras matrizes, objetos alias caseiros entre anal-
istas numeéricos, para quem um laplaciano discretizado num
retangulo é uma matriz tridiagonal em blocos. Manipulacoes
simbdlicas em combinatodria e geometria analitica tornaram de-
terminantes fundamentais: hoje, um aluno deveria saber de-
cidir rapidamente se trés pontos em um plano estao alinhados.
Entretanto, nao se espera que saibamos verificar se quatro pon-
tos estao num circulo — um determinante um pouquinho mais
complicado que saiu de moda (mas estd voltando por razoes
graficas). O efeito de perturbacoes de posto um no espectro
e na inversa de uma transformacao linear provavelmente foi
estudado antes para operadores de Schrodinger (férmulas do
tipo Weinstein-Aronsjan), e depois considerado para matrizes
(Sherman-Morrison), com aplicagoes abundantes em andlise
numérica.



Matrizes como retangulos de ntimeros descrevem tabelas,
adjacéncias de grafos, e se por um lado sao ancestrais conceitu-
ais de outras espécies matematicas, como matroéides e grupos
de Lie, por outro sugerem alternativas aparentemente rele-
gadas pela evolucao dos conceitos, como ntumeros dispostos
em cubos. Alids, a palavra matriz, no latim tardio, designa os
registros publicos, onde os cidadaos sao associados aos nomes
de suas maes, Unica certeza (e como lista de registros, virou
também matricula). E disposigbes mais exdticas de ntimeros
sao de fato estudadas, as vezes de forma escondida: o produto
tensorial empregado ao representar um laplaciano discretizado
num paralelepipedo (e calcular-lhe o espectro) é um exemplo
disso.

Para complicar as coisas, muito do que se aprendeu so-
bre algebra linear (anterior a teoria de matrizes) foi feito num
periodo herédico em que a axiomatizagao era ainda remota. Afi-
nal, grande parte dos problemas que interessavam aos titas do
célculo eram genuinamente nao lineares, e aproximacoes lin-
eares eram indispensaveis. Lagrange, que nao conhecia ma-
trizes, decidia se uma Hessiana era positiva (ou melhor, se
um equilibrio de um sistema mecénico era estavel) de forma
explicita, computacional, e nao calculando seu espectro, como
habitualmente fazemos nos cursos de calculo, o que deixa claro
que na verdade nao pretendemos fazer essas contas (Lagrange,
como a decomposigdo de Choleski, completava quadrados).
Alids, o préprio método de calculo de autovalores e autove-
tores encontrado nos livros béasicos habituais é evidéncia de
que esse calculo é de interesse marginal para os autores dos
textos. Ironicamente, é provavel que a maioria dos modelos
matematicos com muitas varidveis (na escala de centenas ou
mais) seja linear — atualmente, dlgebra linear é o célculo a
muitas variaveis.

Nao s6 os temas mudam de relevancia no tempo, mas
mudam também as motivagoes para ensind-los. Geometria
sintética e seu oraculo, geometria analitica, sao ensinados
no colégio para exercitar aptidoes visuais e de argumentagao
logica e algébrica. Entretanto, é raro que geometria analitica
seja realmente usada em classe como a panacéia para a geome-
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tria elementar: a descoberta cartesiana é fartamente elogiada,
raramente empregada. Uma das razoes apresentadas para isso
é que as contas freqlientemente se tornam enormes, o que em
geral é apenas falta de conhecimento — o apéndice, logo depois
da introdugao, é um exemplo muito significativo.

Em um certo momento, dlgebra linear tornou-se paradigmatica
do modo profissional de fazer matematica, devido a sua axiom-
atizacao muito simples. Os cursos se tornaram mais abstratos,
com énfase em aspectos algébricos, e as motivagoes iniciais
foram sendo esquecidas: nao se lineariza nos cursos de algebra
linear e evita-se qualquer discussao analitica, como teoria de
perturbacao e a estabilidade da resolucao de sistemas. Alunos
s6 consideram a diferenciabilidade dos autovalores depois de
um curso de analise funcional. Como conseqiiéncia, a proto-
analise funcional, em dimensao finita, passa a ser apenas um
aspecto do calculo numérico, por sua vez também frequente-
mente escamoteado. A diferenciacao da inversa de matrizes
reais, em alguns cursos de graduacao, ficou como um derradeiro
exemplo da infinidade de questoes que sao tao bem descritas
no cenario de teoria das matrizes, um dos grandes campos de
prova da matematica desse século.

Nas ultimas décadas, surgiram novas razoes para consid-
erar algebra linear e geometria analitica: modelagem a muitas
varidveis, andlise numérica (que mais uma vez faz aparecer
sistemas a muitas varidveis), computacao grafica.

O que ensinar, entao?
1.0 cenario

A proposta de material apresentada nesse texto foi empre-
gada nos ultimos dois semestres nos cursos de Algebra Linear
I e II da PUC-Rio, e existe um consenso nos departamentos
do Centro Técnico Cientifico de que convém manté-la. Nos
ultimos dois anos, foi estudada por uma comissao de profes-
sores do CTC uma alteracao substancial dos cursos béasicos de
engenharia e ciéncias: o conteido dos cursos de algebra linear
foi cuidadosamente considerado, levando em conta os inter-
esses dos departamentos, a formagao profissional dos alunos e

5



a modernizacao das técnicas de ensino, recebendo o aval da
comissao.

Todos os alunos dos cursos técnicos sao obrigados a cur-
sar ALI, mas s6 alguns departamentos (entre os quais o de
Engenharia Elétrica, Informdtica e Engenharia Civil) exigem
de seus alunos ALIL. O proéprio Departamento de Matematica
dispensa seus alunos de ALIIL, ja que os tépicos sao tratados
com mais profundidade em cursos posteriores.

Os alunos de ALI acabam de entrar na Universidade, ou
estao em seu segundo semestre, e fazem ALII imediatamente
depois. Em geral, sao mal preparados matematicamente, e
seu desempenho nos cursos de calculo tem piorado nos ultimos
anos. Sao freqiientes as equipes com cinco professores (alguns
com duas turmas) em ALI e equipes de trés professores em
ALII.

A avaliacao dos cursos é feita por trés provas distribuidas
pelo semestre: de forma resumida, se os alunos nao alcancam
uma média (5 ou 6, dependendo de variaveis irrelevantes no
momento), tém a oportunidade de trocar uma das notas pela
nota de uma quarta prova, que abrange o conteido de todo o
curso.

O curso de ALI tem quatro horas de aula semanais; ALIT
tem trés horas semanais, uma das quais € nos laboratérios de
computacao. As aulas tedricas de duas horas sao longas de-
mais, em geral: é freqiiente interromper em 80 minutos. Uma
estratégia interessante € liberar os alunos depois desse periodo
e tornar facultativo um apéndice da aula em que material su-
plementar é apresentado. A duracao dos cursos é de cerca de
16 semanas.

2. Uma primeira descri¢cao do conteido

As provas dividem cada curso em trés partes. Na primeira
parte de ALI, introduzem-se os conceitos béasicos de geometria
analitica, com énfase em distancia e angulo, retas e planos.
Na segunda parte sao estudadas transformacoes lineares e suas
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representacoes matriciais, ressaltando as que sao descritas ge-
ometricamente de forma simples. A abundancia de exemp-
los geométricos facilita a apresentacao do material da terceira
parte: autovalores e autovetores, diagonalizacao de matrizes.

Em ALII os alunos sao apresentados a situagoes lineares
que em principio nao estao relacionadas com geometria. Na
primeira parte, sao descritos trés exemplos expressivos: con-
tagem de caminhos num grafo, um modelo de crescimento pop-
ulacional e a discretizacao de um problema de Sturm-Liouville
no intervalo, com condicoes de Dirichlet. A seguir, estudam-se
com mais detalhe (inclusive de natureza numérica) sistemas
lineares (segunda parte) e teoria espectral (terceira).

Nos dois cursos, sao apresentados exemplos de uma ativi-
dade fundamental nas aplicagoes de mateméatica: modelagem.
Melhor, os exemplos nao necessitam de conhecimentos de
fisica, o que indica a versatilidade das ferramentas para além
das escassas aplicacoes tradicionais dos cursos de calculo.

Os tépicos escolhidos sao convenientes também por razoes
de apresentacao: as aulas sao quase sempre motivadas por
problemas concretos (no vocabulario em voga, sdo ‘problem-
oriented’) e a modularizagdo torna mais simples para o aluno
descobrir seus pontos fracos e fortes. Além disso, as idéias
importantes do curso sao exemplificadas em um conjunto pe-
queno de exercicios, o que deve ser explorado na confeccao das
provas: problemas artificiais nao sao considerados relevantes, e
problemas especialmente bonitos (ou interessantes — fica por
conta do estilo de cada um), ja que sao tao bons, ndo merecem
ser apresentados em provas, e sim em sala de aula.

Nao encontramos um livro texto que apresente o material
que nos interessa, da maneira que nos interessa. Durante os
cursos, os alunos recebem algumas apostilas e listas de ex-
ercicios. Eventualmente, espera-se organizar o material de
forma mais permanente. O livro Linear Algebra and Appli-
cations, de G. Strang, é uma excelente referéncia para boa
parte de ALII.



Apéndice 1: O teorema de Napoleao

Considere o seguinte resultado cléssico de geometria, as
vezes atribuido a Napoleao. Dado um triangulo ABC' qual-
quer, construa sobre os lados, para fora do triangulo, trés
triangulos eqiiilateros com novos vértices X,Y e Z, como in-
dicados na figura.

X

O teorema diz que os centros P,() e R desses trés
triangulos formam ainda outro triangulo eqiiildtero. Para uma
demonstracao via geometria analitica, suponha que o plano é
na verdade C, o plano complexo, e o triangulo original estd
disposto de maneira a termos A = 0, B =1e C = z, um
nimero complexo qualquer. Em principio, o resultado deve
ser demonstrado para todo z € C — vamos ver entretanto que
basta verificar o resultado para dois valores (praticamente ar-
bitrarios) de z! Bom, as contas: os vértices X, Y e Z sao
obviamente expressoes afins de z (isso é da forma az + ) —
por exemplo, Z é obtido rodando (isto é, multiplicando) C
de 60 graus (isto é, ¢"™/3). Mas o fato é que nio precisamos
nem ter as descricoes explicitas dos trés pontos. Os centros
P, Q e R, por serem médias dos vértices de seus triangulos,
também sao expressoes afins em z. O teorema, entao, corre-
sponde ao fato que R — P é obtido girando  — P de 60 graus,
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que mais uma vez é representado por uma expressao afim em
z cujo valor deve ser mostrado igual a 0, para qualquer valor
de z. Mas, para verificar isso, basta justamente escolher dois
valores simples para z e neles verificar a validade do teorema:
tome, por exemplo C' no semiplano superior de maneira a fazer
ABC eqiiilatero, e C' no ponto médio de AB, ou C = A. E
possivel escolher C' no semiplano inferior com ABC' eqiiilatero,
mas cuidado com o que X, Y e Z querem dizer nesse caso.

O argumento acima exemplifica um fato desprezado
em nossa arvore de ensino (mas que é bem conhecido por
pesquisadores especializados): quase todos os resultados que
ensinamos em geometria sao equivalentes a relagoes algébricas
muito simples, e como tal, podem ser demonstrados a par-
tir de um ndmero muito reduzido de casos. Enfim, pratica-
mente toda a geometria que ensinamos admite demonstracao
por (poucos) exemplos, aquilo que um aluno espontaneamente
faz, sem saber porqué pode fazer. Claro, resta saber quantos (e
quais) exemplos sdo necessarios em cada caso: essas técnicas
sao freqiientes em geometria algébrica e, mais recentemente,
em computagao simbolica.



Algebra Linear I

O comeco do curso nao trata de algebra linear estri-
tamente: sao apresentados os fundamentos de geometria
analitica. Os pré-requisitos sao quase nulos: uma das difi-
culdades da preparacao das aulas é descrever problemas inter-
essantes usando material tao simples. Por qué ensinar isso?

e Para treinar visualizagao.

e Para falar de geometria sem ambiguidade. Na linguagem
empregada em sala de aula, pense em transmitir imagens
para um cego, ou para o cego absoluto: uma maquina.

e Para preparar o aluno para computagao grafica.
e Para acostumar-se ao dicionario geometria-algebra.

e Para perceber eventualmente que, entre tantas operagoes
geometricas, tranformacoes lineares sao abundantes e sim-
ples.

Por isso, ALI se limita ao plano R? e ao espaco R?, com
convites ocasionais a generalizacoes.

A. O primeiro tergo do curso (quatro semanas de teoria)

A.1 Coordenadas de pontos, vetores

Plantas como projecoes

Pontos no plano podem ser apresentados em um desenho,
e pontos no espago sao dados por dois desenhos, correspon-
dentes a projegao ortogonal dos pontos em dois planos coor-
denados — esse é o comeco de geometria descritiva. Pela sua
naturalidade, essa representacao tem um certo efeito teatral:
imagine um barco construido dentro de um galpao, com plan-
tas desenhadas em duas paredes. Uma terceira planta, numa
terceira parede, contém informacao repetitiva, mas que pode
ser conveniente.

Os alunos sao convidados a pensar em algumas dificul-
dades associadas a essa representacao. Por exemplo, nao
é facil descobrir o comprimento de um segmento (sua ver-
dadeira grandeza, no vocabulério de descritiva) a partir de
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suas projecoes, ou ainda pior, calcular o angulo entre dois seg-
mentos.

Coordenadas

Coordenadas sao uma representacao alternativa eficiente,
abundantemente empregada em computacao grafica. Um con-
junto de pontos no espago, por exemplo, corresponde a uma
lista de triplas de nimeros, e as projecoes desse conjunto nos
planos coordenados, equivalentes as plantas descritivas, por
sua vez sao listas obtidas facilmente a partir da lista original.

Seguem alguns exemplos interessantes: talvez alguns sejam
dificeis demais para sua turma.

1. Para verificar o nivel da turma, desenhe um paralelepipedo
com faces paralelas aos planos coordenados, chame de (a, b, c) e
(d,e, f) dois vértices opostos e faga as perguntas ébvias: quais
sao as coordenadas dos outros vértices, o que tém em comum
todos os pontos de uma face, quais os comprimentos dos lados...

2. Desenhe um retangulo com pequenos retangulos espalha-
dos regularmente em seu interior: uma representacao de uma
fachada com janelas. Forneca informacoes métricas suficientes,
e pergunte quais as coordenadas de todos os vértices da figura.
O problema é um bom exercicio de notacao, e pode ser usado
para falar de ’loops’ (iteragbes) em programagao.

3. Encontre as coordenadas dos vértices de, digamos, um
pentigono regular centrado na origem, tendo o ponto (1,0)
como um dos vértices.

Vetores e certas dificuldades notacionais

Nesse curso, vetores sao pontos de R%2 ou R? — em outras
palavras, vetores sao n-uplas. O que mais poderiam ser? Na
tradicao dos tempos de colégio, vetores tém setinha e ponta,
e se apoiam em algum lugar: vetores sao representacoes de
forcas, incluindo sua direcao, sentido, intensidade e ponto de
aplicacao. Numa linguagem mais matemaética, os vetores ”do
colégio” sao elementos do espaco tangente de R? ou R3, e ndo
membros desses conjuntos. Nao hé perda substancial de sig-
nificado fisico ao interpretar vetores como pontos — vetores
continuam sendo forcas, todas aplicadas a um ponto s6 — e
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ganha-se muito em simplicidade. Um erro tipico é achar que
vetores de um plano sao perpendiculares a um vetor normal
do plano. O vetor ”do colégio” é um segmento, possivelmente
orientado.

Coerentemente, nao se deve dizer que dois vetores sao
paralelos, e sim, que eles estao na mesma reta pela origem —
pontos nao sao paralelos. Neste texto, evito o abuso freqliente
em livros de algebra linear: colinearidade e coplanaridade téem
seu significado habitual — dois vetores sao sempre colineares,
trés sao sempre coplanares. Nesse texto, afirmacoes do tipo
"trés vetores sao L.D. quando sao coplanares” estao erradas
— alguns planos de R? nao passam pela origem.

Como freqiientemente nesse curso consideramos operagoes
afins, é conveniente ressaltar quando os objetos em discussao
(retas, planos) contém a origem ou nao.

Soma e multiplicagao por escalar de vetores, espagos
vetoriais

Obviamente, as operagoes vetoriais basicas devem ser ap-
resentadas algebrica e geometricamente. Em particular, as
duas diagonais do paralelogramo naturalmente associadas aos
vetores u e v merecem consideracao. Seguem alguns exemplos
de complexidade didéatica enganadora.

1. Somas sao convenientes para descrever translagoes. Desta
forma, uma lista de 2-uplas representando um conjunto de pon-
tos importantes de uma figura planar da origem a outra lista
de 2-uplas associadas a pontos de uma translagao desta figura

Em particular, padroes periédicos sao faceis de implemen-
tar, sem que cada componente (lista) seja guardada exaustiva-
mente na memoéria. (O problema da fachada com janelas pode
ser re-estudado).

2. A soma das cinco raizes quintas da unidade é zero (estamos
pensando nas cinco raizes como sendo vetores do plano, obtidos
em um exemplo acima) — os alunos sao facilmente convenci-
dos disto pela interpretacao de forca resultante. Essa alias é
uma oportunidade interessante para introduzir um argumento
de simetria: o conjunto formado por esses cinco vetores é in-
variante por uma rotagao de 27/5, logo a soma também deve

12



ser: mas o unico vetor invariante por uma rotacao nao triv-
ial é o vetor 0. Esse fato geométrico por sua vez implica em
duas identidades trigonométricas (uma em cada coordenada)
que nao sao 6bvias.

3. Ao verbalizar a operacao v — 2v, dizemos que cada ve-
tor é duplicado, mas isso nao quer dizer para os alunos que
figuras inteiras sejam duplicadas. Mais concretamente, alunos
téem dificuldades de aceitar que essa operacao leva todo e qual-
quer circulo unitario a outro circulo de raio 2. Um bom ex-
ercicio alias é fazé-los obter o diagrama comutativo que com-
bina translagoes e dilatagoes (isto é, transladar de v e dilatar
por k é a mesma coisa que dilatar por k e transladar por kv).

Composicoes de fungoes devem ser exaustivamente explo-
radas no curso, pela mesma razao que rotinas sao escolhi-
das como pecas fundamentais ao escrever programas de com-
putacao grafica.

4. Explique o funcionamento do pantografo.

5. Divida segmentos no espaco em partes iguais. (Um prob-
lema como esse tem mais de uma interpretacao: algébrica?
geométrica? considere a maturidade da turma).

Alunos que entram para a universidade nao tém necessari-
amente uma compreensao operacional da reta dos numeros.
Nao acho que valha a pena, entretanto, comecar o curso com
ela. Esse exercicio é uma boa oportunidade para situar pontos
na reta.

Definir ou nao espacos vetoriais?

Considerando a totalidade dos cursos de engenharia, nao
vejo porque ensinar as definicdes de corpo e espaco vetorial
nos primeiros cursos de algebra linear. E dificil encontrar
aplicagoes genuinas desses conceitos na generalidade além dos
espagos euclideanos (se os alunos estudarem cédigos ou espagos
de funcgoes, a histéria é outra, mas isso vem muito depois
em suas vidas académicas, se vem). Historicamente, nossos
avos fizeram muito sem essa axiomatizagao (que alids é desse
século). A frase ouvida com freqiiéncia de que o conceito de
espaco vetorial é geométrico é discutivel: o que é geométrico

13



¢é o conceito de espago vetorial sobre R de dimensao pequena.
Alids, em certos momentos do curso, quando as contas passam
a envolver nimeros complexos, os argumentos geométricos (no
sentido matematico da palavra) sdo uma fonte inesgotavel de
confusao, e os alunos nao estao sozinhos: ja vi matematicos
pouco a vontade quando se expressam em termos de retas com-
plexas.

Na verdade, existe um processo sutil no uso matematico
da palavra ‘geometria’, comparavel ao abuso no emprego da
palavra ‘intuitivo’. Que duas retas diferentes em R™ se en-
contrem no maximo em um ponto nao é um fato geométrico
obvio — a educacao matemaética nao treina nossos olhos a ver
em R™. Ela em vez nos habitua a descobrir quais relagoes
entre palavras do vocabulario geométrico sao passiveis de gen-
eralizagao: o jogo funciona tao bem que passamos a consid-
erar essas extensoes como evidentes. Esse, alids, é um dos
grandes testes de uma axiomatizacao. Raramente em cursos de
matematica consideramos questoes dessa natureza, e provavel-
mente fazemos bem em evitar o assunto: talvez, para nossos
alunos de graduagao em matematica, exemplos eventuais po-
dem ser interessantes. Para os alunos iniciantes, entretanto,
o assunto pode ser conceitualmente dificil. E certamente in-
teressante mostrar aos alunos durante os cursos como o pro-
cedimento que permite a um cego ou uma maquina fazer ge-
ometria na verdade nos liberta para operar em situagoes onde
a nossa visao nao alcanca. Ironicamente, um dos objetivos
desse curso é justamente ajudar os alunos a apreciar melhor o
préprio espago tridimensional.

Axiomatizar espagos vetoriais, entao, nao vale a pena:
estaremos sempre em R". Por outro lado, é muito conve-
niente falar de subespacos dos espacos euclideanos, inclusive
para ressaltar a idéia de dimensao. A defini¢ao fica muito mais
facil: sao conjuntos fechados em relacao as duas operacoes ve-
toriais.

A.2 Distancia e angulo

Distancia é Pitagoras, e os alunos em principio ja viram no
colegial. O argumento tridimensional nao é tao facil para eles.
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Dali, segue a definicao de norma de um vetor, sem dificuldades,
e as equagoes para circulo no plano e esfera. Um exemplo
fundamental: a equacdo 22 + y? = 1 ndo é uma esfera em trés
dimensoes.

Angulo é bem mais complicado: obviamente, defina o pro-
duto interno habitual, e afirme que

{u, v) = [[ul[ {[v]| cos(u,v),

até antes de mostrar a bilinearidade do produto interno. Com
isso, fica claro que a estranha definicao de produto interno
na verdade é muito conveniente: estamos calculando angulos
fazendo contas simples, sem invocar a trigonometria que seria
usada no colegial. O problema é que a demonstragao dessa
equagao nao ¢ simples: sugiro que seja apresentada, se houver
interesse, num apéndice a uma aula.

1. Liste as coordenadas dos vértices de um cubo, em posigoes
simples em relacao aos eixos. Faca o mesmo para o tetrae-
dro: deixe os alunos abordarem o problema colocando uma
das faces no plano horizontal, calculando alturas etc. ,etc., e
depois faca notar que um vértice sim, outro nao do cubo sao
os quatro vértices do tetraedro. Se quiser, dé um passo além:
da mesma maneira que os trés vetores canonicos do espaco sao
os vértices de um triangulo eqiiilatero, com representagao em
coordenadas muito simples, os quatro vetores canonicos de R*
induzem coordenadas ainda mais simples para os vértices de
um tetraedro regular. Alids, o segmento ligando vértices opos-
tos do cubo unitario n-dimensional cresce com n: talvez sua
turma ache isso interessante (e o volume da bola inscrita vai a
Z€ro...).

2. Obtenha coordenadas para o octaedro. Corte piramides a
partir de cada vértice do octaedro, de modo a obter um sélido
cujas faces sao quadrados e hexagonos regulares: obtenha os
vértices desse solido. Cépias iguais dele enchem o espago, e sao
usadas como sub-células dentro de petroleiros para minimizar
vazamentos devidos a quebra dos tanques.

3. A molécula de metano, CHy, tem seus quatro atomos de
hidrogénio nos vértices de um tetraedro regular, cujo centro é

15



ocupado pelo atomo de carbono. O que é maior, um angulo
com vértices HC'H ou o angulo interno de um pentigono reg-
ular?

4. Os angulos das faces dos tetraedro e octaedro regulares sao
suplementares: verifique — o que isso quer dizer visualmente?

5. Passe um plano por um cubo de modo a obter como
secao um hexagono regular. Mostre que as coordenadas desse
hexdgono no espaco podem ser descritas por niimeros mais sim-
ples do que as obtidas se desenharmos o hexagono no plano.

6. (dificil) Os vértices de um icosaedro regular sao divididos de
forma conveniente de modo a pertencerem a duas piramides de
base pentagonal (as bases estao no interior do icosaedro), lig-
adas pr uma coroa de dez dentes triangulares, cinco saindo de
cada piramide. A partir dessa descrigao, obtenha coordenadas
para os vértices do icosaedro.

7. Como obter coordenadas para os vértices do dodecaedro
regular a partir dos vértices do icosaedro regular?

8. Como obter coordenadas para os vértices do sélido mais
importante de nossa cultura, a bola de futebol, a partir das
coordenadas dos vértices do icosaedro? A costura habitual
da bola de futebol corresponde a um sélido cujas faces sao
hexagonos e pentagonos regulares, com dois hexagonos e um
pentdgono encontrando-se em cada vértice. Para os puristas,
essa ¢ também a disposicao dos &tomos de carbono na molécula
de fullereno, Cgp: ligacoes duplas ocorrem em arestas entre
hexdgonos.

Como obter coordenadas para os vértices da bola de modo
a sugerir movimentos — rotacao, afastamento? Isso vai ser
respondido mais adiante.

9. Identidades do paralelogramo e de polarizacao — bons ex-
emplos do emprego de notacao vetorial. Para alunos mais es-
pertos, faca notar que quem sabe elevar ao quadrado, sabe
multiplicar (que é o contetido da identidade de polarizacao
para o produto interno). Em particular, é mais facil obter a
férmula da derivada do produto de duas funcoes sabendo a re-
gra da cadeia (um fato geométrico...) e a derivada de x +— x2.

Ou: para conhecer a Hessiana de uma funcao f num ponto p,
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basta saber calcular segundas derivadas em p de f restrita a
qualquer reta por p.

10. Descreva elipse, parabola e hipérbole de forma geométrica
e obtenha suas equacoes, para disposigoes simples das figuras.

Ortogonalidade pode esperar um pouco.

A.3 Retas e planos parametrizados

Depois que as duas operagoes vetoriais estao domesti-
cadas, é natural ensinar as equacoes paramétricas de retas.
Aqui, as dificuldades sao de outra natureza:

1. o fato que a mesma reta pode ser parametrizada de varias
maneiras,

2. a necessidade de explicitar em que dominio esta o parametro
(é freqiiente encontrar alunos que acham que o parametro é um
inteiro positivo).

Com um pouco de algebrismo, mostra-se que toda reta no
plano é da forma ax + by = ¢: a ambiguidade da representacao
tem que ser considerada explicitamente — o tempo é bem us-
ado. Nao hé necessidade nesse momento de descrever retas no
espago como um sistema de duas equacoes.

Vale a pena ressaltar a maravilhosa generalidade da
descricao paramétrica, um grande progresso em relacao a
matemaéatica ensinada no colegial: uma reta é dada por um
ponto e uma direcao em qualquer cenario.

1. Medianas de um triangulo se encontram em um tnico
ponto, que divide cada mediana em dois segmentos, um duas
vezes maior do que o outro (excelente exemplo de emprego de
notagao vetorial).

2. Um exercicio de visualizacao: inclinando a cabeca, duas
retas reversas ficam em dois planos horizontais.

3. Ache retas tangentes a circulos e esferas: aqui, falar de
ortogonalidade pode ser conveniente.

O problema a seguir pode ser interpretado de varias for-
mas, além de admitir mais de um nivel de formalismo.
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4. Rotagoes no plano levam retas em retas. Construa (regua
e compasso? descricao algébrica?) um tridngulo eqiiilatero,
sabendo que cada vértice pertence a uma de trés retas dadas.
Voceé pode até escolher um dos vértices.

5. Roubando um pouquinho, fale sobre espelhos parabdlicos.
A tnica dificuldade é obter a reta tangente a parabola em um
ponto. Para isso, basta puxar um limite do vetor direcao de
retas secantes. Alids, com um pouco de geometria classica, nao
é nem necessario usar calculo.

Planos parametrizados sao um pouco mais complicados:
precisamos de dois vetores direcao. O sinfinitos exercicios
possiveis sao canonicos. Esse é o momento no curso para in-
troduzir combinacoes lineares. Ressalte também a diferenca
entre retas e planos pela origem e o caso geral: especifique
translagoes de um para o outro.

O passo seguinte ¢ interpretar de forma geométrica a
equacao ‘nao paramétrica’ de retas e planos. Agora sim, vamos
usar ortogonalidade.

A.4 Ortogonalidade e as equacoes de reta e plano re-
visitadas

1. Submeta sua pobre turma & seguinte experiéncia (que ja fiz
varias vezes em cursos de calculo). Desenhe quadrados sobre os
trés lados de um triangulo retangulo e diga que eles sao feitos
de ouro, com a mesma espessura. Ao perguntar para aos alunos
se eles preferem ganhar os dois pequenos ou somente o maior,
a turma se divide em partes iguais — poucos, muito poucos,
percebem que, por Pitdgoras, d4 no mesmo. (A experiéncia
deveria contar como um teste estatistico para a validade do
teoremal). A seguir, desenhe, sobre os trés lados do mesmo
triangulo, trés versoes homotéticas da mesma figura, digamos,
um busto de Pitdgoras, e repita a pergunta a turma. Discuta.

Depois da defini¢ao ébvia de ortogonalidade de vetores, o
teorema de Pitdgoras (em R™?) é um bom exemplo de ma-
nipulag@o simbdlica (ou melhor, da boa escolha de axiomas de
algebra linear).
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Agora, interprete as equagoes axr + by = 0 no plano e
ax + by + cz = 0 no espaco como relagoes de ortogonalidade.

Retas (planos) paralelas sao os conjuntos de vetores que
fazem o mesmo produto interno com um vetor fixo. Isto d&
conta das equagoes de retas e planos que nao passam pela
origem, interpreta geometricamente desigualdades lineares, e
torna fécil apresentar os primeiros exemplos (planares) de pro-
gramacao linear.

Uma outra colegao habitual de problemas com esse mate-
rial é o calculo de distancia entre pontos, retas, planos.

B. Entre a segunda e a terceira prova — funcoes e
transformacoes lineares (mais quatro semanas de teoria)

O vocabulario para falar de funcoes no plano e no espaco
ja esta disponivel.

B.1 Fungoes em geral

Convém comecar com exemplos de funcoes naturais que
admitam uma descri¢ao geométrica e que nao sejam necessari-
amente lineares. Os exemplos cldssicos estao em perspectiva
conica e confeccao de mapas, mas o mundo é enorme.

1. Desenhe no quadro (e represente algebricamente) os trés
eixos coordenados, um plano vertical (a tela), um ponto (o
olho), e calcule o ponto na tela onde passa a reta pelo olho e um
ponto arbitrario. Enfatize algumas distor¢oes dessa projecao:
igualdade de comprimentos nao é preservada, angulo também
nao. Aproveite para treinar o vocabuléario de fungoes: dominio,
contradominio, imagem, injetividade, sobrejetividade, invert-
ibilidade.

2. Apresente alguma forma de representacao cartografica, por
exemplo, projecao estereografica ou Mercator. Mais uma vez,
chame a atencao para as distorcoes inevitaveis.

B.2 Transformacoes lineares

O material dessa secao foi vertido para uma apostila en-
tregue aos alunos: é o Apéndice 2.

Comece com uma rotacao pela origem no plano. Mostre
geometricamente que somas vao em somas, e que multiplicacao
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por escalares também é preservada pela funcao. Explique
porqué, a partir desses fatos, basta saber onde dois vetores
praticamente arbitrarios sao mandados pela rotacao para saber
sua acao sobre um vetor qualquer. Detalhe a seqiiéncia de
calculos: a escolha de dois vetores (os dois canonicos, por ex-
emplo), o calculo de suas imagens, a representagao de um vetor
arbitrario como combinacao linear dos dois vetores escolhidos,
e finalmente o cdlculo da imagem do vetor arbitrario. Repita
0 processo com uma projecao ortogonal sobre um plano pela
origem em R3.

Na aula seguinte, defina transformacoes lineares. Enfatize
sua rigidez: quem sabe onde uns poucos vetores sao levados,
sabe onde todos sao. Apresente, como teorema, uma lista de
transformagoes lineares (projegoes, ortogonais ou nao, sobre
retas e planos pela origem, rotagoes pela origem, espelhamen-
tos por retas e planos pela origem). E bom mostrar geomet-
ricamente a linearidade de alguns exemplares da lista, mas os
desenhos associados em geral sao confusos e sé tratam de casos
particulares (ninguém escolhe dois vetores em lados opostos do
espelho ao verificar linearidade do espelhamento). Em partic-
ular, em provas, sé é razoavel pedir para mostrar a linearidade
de transformacgoes que constam na lista (o que é quase trivial:
é s6 verificar que a reta/plano na descrigao passa pela origem),
ou que sao descritas algebricamente.

Discuta geometricamente a existéncia de inversa para es-
sas varias operacoes. Composicoes vao aparecer em breve.
Ressalte que translacoes ou espelhamentos por elementos que
nao passam pela origem nao sao transformacoes lineares.

1. Um exemplo importante em aplicacoes é a reflexao por um
plano dado por seu vetor normal n. A matriz resultante é
chamada de matriz de Householder e pode ser obtida de duas
maneiras de interesse didatico para o curso:

a. a partir de trés vetores cujas imagens sao faceis de calcular,

b. a partir da férmula v — v — 2(v, n)n, que deve ser apresen-
tada com cuidado.

A segunda representacdo merece comentarios (quantos,
depende da turma): a férmula faz sentido em dimensao alta e
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exige pouco calculo — essa é a primeira manifestacao de de-
sacoplamento no curso, um tema que serd tratado com detalhe
mais adiante. Nesse caso, nao é necessario decompor o vetor
em uma base ortogonal contendo n: o coeficiente associado a
n nao depende da escolha da base! Mais geometricamente, de-
compondo o vetor v = an + u, onde u L n, o espelhamento é
dado por

an +u+— an — u.

Alunos tém dificuldade de obter a representacao matricial
da transformacao a partir dessa férmula: convém fazer as con-
tas em sala. Melhor: esse exercicio mostra que nem sempre
a representacao matricial é a melhor implementacao de uma
transformacao linear — uma rotina de espelhamento faz menos
contas se fizer uso da férmula. Analistas numéricos sabem que
freqiientemente o célculo de v — Awv nao passa pela matriz
associada a A — laplacianos discretizados sao um exemplo.
Espelhamentos sao perturbacoes de posto um da identidade:
todos os vetores no plano do espelho ficam parados — é isso
que torna as contas mais faceis.

Da mesma maneira, vale a pena apresentar a férmula cor-
respondente a uma projecao ortogonal.

Um problema para o professor: descreva explicitamente
uma base ortogonal de R™ contendo o vetor (1,1,...,1). (Sug-
estao: novamente Householder — tente fazer o problema de
outra maneira).

2. Encontre uma transformacao linear que preserva o tamanho
dos vetores levando um vetor v a um outro vetor w satisfazendo
llw|| = [|v]|. (Considere um espelhamento que leve v em w:
concretamente, reflita pelo plano perpendicular ao vetor v—w)

Sistemas lineares

Toda a informacao a respeito de resolucao de sistemas
nesse curso se resume a esse fato: tire uma variavel de uma
equacao e jogue nas outras.

Nao hé razao para ensinar escalonamento se todos os sis-
temas considerados sao pequenos ou muito simples. Em ALII
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escalonamento ¢é levado a sério, junto com aspectos superficiais
de sua programacao.

Para inverter uma transformacao, resolva o sistema asso-
ciado para um lado direito arbitrario.

B.3 Representagoes matriciais, ou quase

Transformacoes lineares admitem representagoes matrici-
ais, e sO elas. Mais: a composicao de transformagoes lineares
corresponde ao produto de matrizes. Enalteca a matriz iden-
tidade, fale de inversas. Essa é uma das transicoes entre ge-
ometria e algebra. Deixe claro que translagoes nao tém repre-
sentacoes matriciais.

Mais uma escolha, idiossincratica para alguns: matrizes
nesse curso representam apenas transformacoes lineares sendo
descritas em termos de bases canonicas. Em particular, nao se
fala de matrizes que mudam de base, nem de representar ma-
trizes em outras bases. Os alunos tém muita dificuldade com
esses temas, e seu conteido operacional nao é maior do que
a receita indicada acima para obter representacgoes algébricas
de transformagoes lineares (escolher uma base em que a repre-
sentacao é simples é a mesma coisa que dizer que é facil calcu-
lar a imagem de alguns vetores). Isso nao elimina a discussao
sobre diagonalizacao de matrizes, como veremos adiante.

Projecoes, espelhamentos, por subespacgos afins

Agora é o momento de, por exemplo, espelhar no plano
por uma reta r que nao passa pela origem. Descreva a funcao
empregando os dois ingredientes mais simples: uma translacao
7 que leva r a uma reta r’ pela origem e o espelhamento F
por v’ (uma transformacao linear) — a funcdo é 771 o T o 7:
enfatize a ordem das operagoes, fonte inesgotavel de erros.

Todos os problemas envolvendo transformacoes lineares
podem ser transplantados para situacoes afins. Nesse curso
avaro de novas palavras, nao convém falar de subespacos afins.

1. Rotagoes em torno de eixos pela origem no espacgo sao facil-
mente descritas usando composicoes. Seja n o vetor normal
indicativo do eixo de rotagao e a o angulo de rotacao. Um es-
pelhamento E pode ser usado para levar n ao vetor, digamos
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e3: arotacao é FR_,F, onde R_, gira de —a em torno de eg,
o que é facil de representar algebricamente. Note a troca de
sinal do angulo de rotacao: explique porque com cuidado.

Espelhamentos e orientacao

Alunos raramente sao expostos nos cursos basicos ao
fendmeno de troca de orientacao: espelhamentos fornecem uma
boa oportunidade para isso. E dificil falar sobre orientacao de
forma precisa e simples — para isso, trapaceie e use as maos
direita e esquerda, tanto no plano quanto no espaco.

Tendo tempo, fale sobre a pergunta classica: é possivel
explicar o que é direita/esquerda para uma forma de vida que
nao vé a parte do universo que nés vemos? Ou, dito de forma
mais precisa (mais fascinante), as leis do universo sao invari-
antes por espelhamento? Se alguém vé um filme num espelho,
estranha isso? Alguns alunos ficam muito intrigados com a per-
gunta (e sua respostal). V4 um pouco além: depois de falar de
orientacao no plano, é facil mostrar que a faixa de Mobius nao
¢é orientavel — e se nosso universo nao for orientavel? o que
aconteceria se, depois de uma longa viagem, voltassemos do
outro lado? Fale de moléculas espelhadas de agucares, ressalte
que orientabilidade é uma propriedade global do espaco. Tudo
isso, claro, se houver tempo, condicoes.

B.4 Bases, ortogonais ou nao

Como o curso se limita ao plano e ao espaco, falar de bases
em generalidade é pedante e desnecessario. Uma base do plano
(do espago) sao dois (trés) vetores cujas combinagoes lineares
preenchem o plano (espago). Bases tém uma motivacao sim-
ples: sao os conjuntos minimais de vetores a partir dos quais
se descreve uma transformacao linear — os exemplos ja vistos
no curso sao abundantes. O Apéndice 3 é uma apostila que os
alunos receberam com o material de ortogonalidade.

Ainda nao temos determinantes: para decidir se trés ve-
tores do espacgo formam uma base, tente escrever um vetor ar-
bitrario do espaco como combinacao linear deles. O argumento
é elementar, preciso (isto é, dispensa teoremas que provavel-
mente nao seriam demonstrados) e nao é computacionalmente
tao mais caro quanto calcular um determinante.
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Esse é o momento para ressaltar as virtudes de bases or-
togonais (ou ortonormais). Expressar um vetor numa base é
resolver um sistema. Expressar um vetor numa base ortogonal
é resolver varias equacoes lineares a uma variavel: se vy, va, v3
sao vetores de uma base ortogonal do espaco, e u é qualquer,
0s numeros i, Ts, 3 que resolvem

U = X101 + ToV2 + T3V3
sao

T, = <'U17/u'> o <UQ,U> 1 = <U37'U,> ,
<U1,U1> <1)27U2> <U3,U3>

como vemos tomando produtos internos na equacao em u.

Freqiientemente no curso, bases ortogonais sao obtidas a
partir de um vetor normal a um plano, outro vetor arbitrario
no plano e um terceiro vetor, que pode ser obtido resolvendo
um sistema linear (isto é, pedindo que este terceiro vetor seja
ortogonal aos outros dois), ou fazendo o produto exterior dos
dois vetores (que, de brinde, d4 origem a uma base orientada
positivamente). Dedique um pouco de tempo ao produto exte-
rior, muito empregado em fisica e engenharia. Para defini-lo,
procure um vetor perpendicular a (z,y, 2) e (a, b, ¢): armando
o sistema, a solucao mais simples sem denominadores é o pro-
duto exterior dos dois vetores, a menos possivelmente de sinal.
Essas contas motivam a definigdo. A seguir, apresente um ar-
gumento memnoénico (mas cuidado, vocé pode contaminar suas
provas para o resto do semestre com i, j, k em absolutamente
qualquer contexto!), e a lista das propriedades favoritas: or-
togonalidade, orientacao e o fato que

[lux ol = |[ul] [[v]] sen 6,

onde 6 é o angulo entre u e v (que é diferente do angulo entre
v e u). Produtos exteriores facilitam as contas em problemas
de distancias minimas envolvendo retas e planos.

Toépico extra: séries de Fourier

A proposta parece delirante, mas é possivel como tépico
facultativo, da maneira que o curso vem sendo apresentado:
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em uma hora, obtenha a série de Fourier de uma funcao, e
indique alguma aplicagao em sintese ou estudo de sinais.

Para isso, ‘puxe um limite’ do produto interno em R"
para o produto interno em L?(0,2m). Faca notar que ortog-
onalidade continua a fazer sentido, e que sua base preferida
(com senos, cossenos e constante, em [0, 27], talvez) forma um
conjunto ortogonal, facilmente normalizavel. Pelas formulas
dos coeficientes na expansao de um vetor numa base ortogo-
nal, obtemos uma expansao de uma funcao em termos desse
conjunto de vetores. O material se torna muito mais expressivo
se houver um computador em sala.

C. Da segunda a dltima prova (mais quatro semanas de
teoria)

Estamos prontos para autovalores ou autovetores, ou
quase. Antes, é vantajoso passar uma semana em determi-
nantes e outra em numeros complexos — o segundo grau nao
trata desses topicos com o cuidado necessario.

C.1 Determinantes

Comece com matrizes 2 X 2 (o caso 1 x 1 é confuso). Mais
precisamente, resolva um sistema geral com duas incognitas e
duas equagoes e mostre que a resposta pode ser memorizada
de forma facil se for expressa em termos de determinantes —
isso serve de motivacao. Produto interno, exterior e determi-
nantes foram motivados da mesma maneira: sao seqiiéncias de
simbolos suficientemente freqiientes para merecer uma abre-
viagao — isso dessacraliza um pouco esses objetos e indica a
possibilidade de definir ainda outros.

Informe que o médulo |d| do determinante de uma matriz
M é a taxa de ampliacao da area da transformacao linear T
associada a M, e que seu sinal indica se T' preserva orientacao
ou nao. Nao vale a pena demonstrar o resultado, mas exemplos
sao indispensaveis. Nao é dificil convencer aos alunos que o
quadrado com vértices (0,0), (1,0),(0,1) e (1,1) é levado a um
paralelogramo de area |d|: passar desse quadrado para a figura
geral envolve manipulagoes com linearidade (para tratar de
quadrados de lados paralelos ao original em qualquer lugar do
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plano) e o argumento do busto de Pitagoras, discutido na Secao
A.4 — enfim, o detalhamento fica por conta da competéncia
da turma. Conclua o inevitavel quando o determinante é zero:
que a transformagao 1" e a matriz M nao sao inversiveis (essa
palavra nao existe no Aurélio, mas deveria — ninguém quer
um carro convertivel), que as colunas de M nao formam uma
base do plano.

Agora, refaca o que quiser para matrizes 3 x 3: mo-
tivagao, processo memnonico para calcular o determinante, in-
terpretacao geométrica — e dé o salto: defina o determinante
para matrizes n x n expandindo por uma linha.

Conte pacientemente quantas multiplicagoes sao necessarias
para calcular um determinante por essa definicao, e deixe claro
que determinantes em geral nao sao calculados de forma tao
incompetente: os alunos verao formas alternativas em ALII,
junto com formas de resolver sistemas mais eficientes do que
a famigerada regra de Cramer (alids, porqué ninguém ensina
a contra-partida da regra de Cramer para cdlculo de autove-
tores? pergunta retdrica: nao vale a pena nesse curso).

Agora que os fundamentos estao apresentados, ainda que
sem demonstragao, apresente alguns atalhos para o calculo de
determinantes. Em particular, expanda por linhas (colunas)
com muitos zeros — trate de matrizes triangulares e diagonais
— e some multiplos de uma linha (coluna) & outra. Enfatize
que nao ha nada de sagrado em passar de linhas para colunas
durante o calculo. Nao exagere: os alunos vao se confundir
com a abundancia de alternativas, e o assunto é gigantesco.

1. Essa é uma segunda oportunidade no curso para falar de
transformagoes (matrizes) inversiveis, nicleo, etc.

2. Calcule areas e volumes mais dificeis — quadrilateros no
plano, tetraedros dados por seus quatro vértices, um icosaedro
regular?!

3. Expresse a equacgao da reta por dois pontos no plano usando
um determinante. O mesmo para a equacao de um plano no
espaco. Mais dificil: escreva a equacao do circulo por trés
pontos do plano usando um determinante. Problemas desse
tipo fazem surgir determinantes grandes: decida se um ponto
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do plano esta sobre o grafico de um polinomio de grau cinco
passando por seis pontos dados, sem calcular o polinémio (isto
é, descreva o polindémio interpolador com um determinante).

4. Calcule a 4rea da imagem do circulo por uma transformagao
linear dada por uma matriz diagonal — melhor ainda, identi-
fique essa imagem como sendo uma elipse (certifique-se de que
os alunos conhecam elipses).

C.2 Numeros complexos

Seja paciente: os alunos provavelmente nunca viram
numeros complexos.

Em principio, tudo decorre do fato que um simbolo novo,
i, tem a estranha propriedade que i2 = —1. O assunto fica mais
palatavel, se vocé apresentar outros simbolos como maneiras
formais de resolver equagoes anteriormente insoliveis (o sinal
de raiz quadrada ‘resolve’ 2 = 2, o sinal de menos ‘resolve’
x + 2 =0). Preservando as propriedades habituais das quatro
operacoes sobre os reais, seguem as definicoes das operagoes
complexas. Ensine a inverter niimeros complexos e gaste boa
parte da aula com interpretagoes geométricas, especialmente
multiplicagao. Empregue os termos partes real e imaginaria,
e nao esconda o jogo: complexos sao os pontos do plano, com
uma operacao de multiplicacao que nao tinha sido considerada
antes. Tépico extra muito chique: multiplicagoes em R".

1. Resolva o seguinte problema (de pesquisa operacional...)
com notacao complexa. Piratas enterram um tesouro numa
ilha da seguinte forma. As pedras A e B e o coqueiro C' de-
terminam novos pontos A’ e B’, obtidos por rotacdo de AC
e BC de 90 graus nos sentidos anti-horario e horario respec-
tivamente. O tesouro entao é enterrado no ponto médio de
A'B’. Agora, recupere o tesouro sem fazer uso da posicao do
coqueiro, marco efémero.

2. Calcule as raizes quintas da unidade.

Fale sobre o teorema fundamental da algebra, enfatizando
o fechamento algébrico dos niimeros complexos. Observe que
raizes de polinomios reais vém em pares conjugados.
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3. Rotacoes no plano sao faceis de ser descritas com ntimeros
complexos.

4. Somas sao mais rapidas de fazer que multiplicagoes. Mostre
que a multiplicagao de dois complexos pode ser realizada com
apenas trés multiplicagoes reais, em vez das quatro necessarias
no procedimento habitual. Sugestao: para calcular (a+bi)(c+
di), realize as multiplicagoes ac, bd e obtenha ad + be via (a —
b)(c —d) — ac — bd. Levada a sério, a idéia abre um mundo de
algoritmos rapidos para multiplicacao, mesmo sobre os reais.

H4 um certo interese didatico em mostrar aos alunos
que nem os processos ensinados no comeco de suas vidas
matematicas sao isentos de melhoria.

5. Como topico especial, demonstre o teorema de Napoleao
como apresentado no inicio do texto.primeiro apéndice.

A segunda razao profunda para considerar nimeros com-

plexos é a férmula
e = cos 6 + isen 6.

A primeira dificuldade é definir os objetos na expressao.
Chame a atencao dos alunos que o problema é tao dificil quanto
a situacdo para reais: o que quer dizer e'?, 2, e™, cos 1? Depois
de falar da série de poténcias para a exponencial, apresente as
séries para seno e cosseno, e mostre a formula expandindo tudo.
Fale de argumento e modulo, fases.

6. Muita gente motiva série de Taylor dizendo aos alunos que
assim se calculam certas funcoes transcendentes em maquina.
Essa é uma mentira em varias diregcoes. Para sugerir uma delas,
mostre como nao faz sentido calcular e 719 usando a série (alids,
o que fazer, entao?).

Ainda assim, é impossivel exagerar a importancia da
aproximacao de operacoes transcendentes por um niumero
finito de operacoes elementares.

7. Um dos desenhos mais interessantes que pode ser mostrado
a um aluno é a justaposicao dos gréficos de seno, z, x — 3/6,
x —x3/6 + 2° /120, perto da origem — de novo, aqui um com-
putador em sala seria 6timo.
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8. Faga alguma aplicagao algébrica de nimeros complexos: por
exemplo, some

cosx + cos2x + ...+ cosnz.

A idéia de combinar essa soma com sua gémea envolvendo
senos, e dai proceder usando exponenciais, ¢ uma das razoes
que tornam numeros complexos interessantes para engenheiros
elétricos.

C.3 Autovalores e autovetores

Comece com a definicao e sua interpretacao geométrica.
Exemplifique fazendo uso de projegoes, espelhamentos, etc.
Apresente a caracterizagao dos autovalores como raizes do
polinémio caracteristico (para isto preparamos o material sobre
determinante), e faga as primeiras contas: matrizes simétricas
de espectro simples, matrizes triangulares, matrizes com es-
pectro duplo mas admitindo base de autovetores. Finalmente,
mostre exemplos de matrizes sem base de autovetores.

Certas contas banais confundem os alunos: peca os auto-
valores de %M , para alguma matriz explicita M e poucos en-
contrarao a resposta. Outra dificuldade computacional: saber
uma raiz de um polinémio de grau trés reduz o cédlculo das out-
ras raizes a um problema envolvendo um polinomio de grau
dois — esse fato, combinado com o algoritmo de divisao de
polinémios, exige treino. Os tantos pequenos truques para
identificar raizes inteiras (ou racionais) de polinémios também
sao desconhecidos, e provavelmente nao convém ensina-los.
Discuta o que acontece a autovalores e autovetores de uma ma-
triz quando ela é multiplicada por uma constante, ou quando a
ela soma-se um muiltiplo da identidade, ou quando ela ¢ elevada
a uma poténcia.

1. Como comparam os autovalores e autovetores de uma matriz
e de sua inversa?

Ha duas razoes para falar de autovalores e autovetores
nesse curso. A primeira é de natureza geométrica: os vetores
usados no terco anterior do curso para descrever algebrica-
mente transformacoes lineares freqiientemente sao autovetores.
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A outra ¢é a possibilidade de implementar um calculo funcional.
Esse tema é tratado no curso de forma superficial, mas é im-
portantissimo. Em ALII, essa motivacao e ainda outra serao
exploradas com mais detalhe.

C.4 Calculo funcional, diagonalizacao e o teorema es-
pectral

Desenhe no quadro pacientemente as matrizes necessarias
para mostrar o seguinte fato algébrico: a equacao

Muv; =N, 1=1,...,n

é equivalente a equacao matricial MV = VA, onde as colunas
de V sao os autovetores de M e A é uma matriz diagonal com
entradas diagonais dadas pelos autovalores de M. Logo, se V' é
inversivel, M = VAV ~!. Dai, para qualquer polinémio p, vale
p(M) = Vp(A)V~!: diagonalizar uma matriz torna possivel
fazer contas dificeis com ela. Polindmios nao sao especiais: p
pode ser substituido, por exemplo, por exponenciais, inversa,
seno...

Se tiver folego, vocé pode apresentar uma versao mais
competente do calculo funcional (veja o Apéndice 6: a apos-
tila sobre cédlculo funcional distribuida aos alunos de ALII).
Para dar um exemplo, vamos supor que queremos calcular a
exponencial de uma matriz M com autovalores 1, 2 e 4. Para
isso, encontre um polindmio p que leva 1, 2 e 4 a e', €2 e e?,
respectivamente. Entao exp M = p(M) — note que a conta
foi feita sem obter os autovetores de M! O processo se aplica
para matrizes diagonalizaveis, mas com pequenas alteracoes
vale para o caso geral: isso fica para um outro curso (na PUC-
Rio, isto tem sido ensinado no curso de célculo que trata de
equagoes diferenciais).

1. A inversa de uma matriz n X n simétrica M que tenha sé
dois autovalores distintos é da forma aM + bI, para escolha
adequada de a e b.

2. Quem aprendeu a exponenciar complexos via Taylor nao
deve ter dificuldade em aceitar a definicao de exponencial de
matriz: o cdlculo funcional permite calcular uma exponencial
de outra forma.
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Aqui surgem algumas dificuldades. Em principio, pode-
mos pedir como exercicio que os alunos calculem uma poténcia
de M, mas nao ha condicoes de motivar este tipo de contas
em ALI. Da mesma maneira, os alunos nao vao saber porqué
convém exponenciar uma matriz. Essas motivagoes vao ser
desenvolvidas em ALII e no curso de célculo que trata de
equacoes diferenciais.

3. O célculo de poténcias de matrizes surge na obtencao de
uma féormula para o n-ésimo numero de Fibonacci, quando o
problema ¢ fraseado como uma iteracao vetorial v, 11 = Av,,
onde A é uma matriz 2 X 2 — contas ficam mais simples se as
condicgoes iniciais forem bem escolhidas. Esse exemplo é espe-
cialmente interessante porqueé nele dois autovetores coexistem,
regidos por autovalores diferentes, mas s6 um tem influéncia a
longo prazo, um tema explorado com mais cuidado em ALIL.

Outra dificuldade é o fato que autovalores complexos nao
admitem interpretacao geométrica simples — nao tente nada:
diga aos alunos, se quiser, que de fato existe uma interpretacao
mais sofisticada, que nao vai ser considerada no curso, mas que
podemos encarar a situacao como uma questao matemaética
para a qual os olhos nao bastam (assim como a teoria espec-
tral de matrizes 4 x 4), mas cujas contas sdo absolutamente
analogas. Chame a atencao do fato que autovalores conjuga-
dos estao associados a autovetores conjugados — isso poupa
contas e muitos erros de algebra complexa.

Ainda mais uma dificuldade é o célculo da inversa V!,
que pode ser efetuado resolvendo um sistema linear (as ma-
trizes nunca sdo grandes) ou enfatizando a escolha de auto-
valores ortonormais quando possivel. Isto motiva os ultimos
aspectos tedricos do curso: diagonalizacao e o teorema espec-
tral.

Nem sempre é possivel obter colunas de V' para que esta
seja inversivel. Isso acontece exatamente quando a matriz é
diagonalizavel. Enuncie o fato que matrizes com autovalores
distintos sao diagonalizaveis. Finalmente, enuncie o teorema
espectral: realce a conveniéncia computacional de lidar com
matrizes simétricas — em particular, mostre que a inversa de
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uma matriz ortogonal (isto é, uma matriz cujas colunas sao
vetores ortonormais) é sua transposta.

Apéndice 1: Transformacoes lineares e representacgoes
matriciais

Um uso freqiiente de matrizes é a representacao algébrica
de transformacoes lineares. Nesse texto, vocé nao vai encontrar

teoremas — o importante é entender a técnica de construcao,
que vai ser a mesma em todos os exemplos.

Exemplo 1: Uma rotagao no plano

Considere o plano habitual com seus eixos z e y desen-
hados como sempre. Vamos procurar uma descricao simples
da fungao que leva todo vetor v (=ponto) do plano a outro ve-
tor Rv obtido girando v em torno da origem de um angulo 6, no
sentido anti-horario (essa informagao é importante: vocé em
principio pode girar v em dois sentidos). A idéia fundamental
da construcao é observar que essa funcao R é o que chamamos
uma transformacao linear. Isso quer dizer duas coisas:

a. R leva a soma de dois vetores v e u para a soma dos vetores
para onde v e u sao levados. Em simbolos,

R(v + u) = R(v) + R(u), para quaisquer vetores v e u.

b. R leva um maultiplo cv de um vetor v para o mesmo
multiplo cR(v) de Ruv, isto é,

R(cv) = ¢R(v), para qualquer vetor v e nimero c.

Para se convencer disso, olhe as figuras abaixo.

R(v+u) . R(cv)

\ R(v)
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Agora que sabemos isso da rotacao R, para descobrirmos o
valor de Rv para um vetor qualquer v = (z, )T, basta saber os
valores de R((1,0)T) e R((0,1)T). (Todos esses T servem para
lembrar a voceé que os vetores devem ser pensados na vertical
— escreveé-los assim, entretanto, poupa espaco). De fato, como
todo vetor v = (z,y)” pode ser escrito como

() =0+ (1)
temos que
r(5 ) =ar( o )+ ore(§ )

usando as propriedades (a) e (b) que caracterizam a lineari-
dade de R. Note que poucas funcoes tém essa propriedade:
para saber onde R leva um vetor qualquer, basta saber onde
dois vetores estao sendo levados! Nesse caso, um pouco de
trigonometria na figura abaixo nos mostra onde os vetores
(1,0)T e (0,1)T vao parar.

R(v) v=(0,1)
0 | __
" | RV cos 6
0 cos 6 9
v =(1,0) -sen 0

Assim,

R )= (p) e m(T )= (2.

Jogando esses valores na equacao acima,
R( x ) = xcosf — ysend
y /)’ \wsenf + xcosf )’
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ou, em forma matricial,

(- =) ()

Enfim, calculamos R para qualquer vetor v fazendo uso de uma

matriz
R, — (<08 6 —send
9= \sen® cosf |-

Exercicio: Sejam 6 e p angulos (em radianos, como nas contas
acima). Entenda porque a equacdo abaixo é ébvia:

RoR, = Ry .

Escreva por extenso as matrizes envolvidas nessa expressao
para demonstrar duas das férmulas mais dificeis dos seus tem-
pos de colégio:

sen (0 + ) = sen @ cos p + sen p cos 6,

cos(0 + p) = cos B cos . — sen fsen .

Alids, quanto ¢ a matriz (R, /3)%7?

Exemplo 2: Uma rotacao em torno do eixo vertical no
espago

Agora, vamos girar vetores no espaco de um angulo 6 em
torno do eixo vertical, no sentido anti-horario em relacao ao
plano horizontal. Vamos chamar o eixo vertical de z, como
habitualmente — o plano horizontal contém por sua vez os
eixos x e .

Mais uma vez, o problema fica facil se vocé perceber que
essa operagao também é uma transformacado linear (faca fig-
uras para convencer-se disso) — se vocé souber onde trés ve-
tores convenientes sao levados, vocé sabe onde qualquer vetor
¢é levado. Chamando mais uma vez essa operacao de R, note
que, colando do exemplo anterior, vocé ja sabe trés vetores
especiais e suas imagens por R:
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(1,0,0)7 vai para (cos®,sen8,0)7,
(0,1,0)T vai para (—senf,cosf,0)T e
(0,0,1)T vai para (0,0,1)T,

Note que o vetor vertical (0,0,1)T fica parado pela acao
de R. Como, mais uma vez,

x 1 0 0
y|l=210]4+y|{1]+2[0],
z 0 0 1

vemos que, em representacao matricial,

T cosf) —senf O
R(ly|)=|senf cosf O
z 0 0 1

Nos dois exemplos acima, os vetores que empregamos
para, a partir deles, obter a acao da transformacao linear em
um vetor qualquer, eram vetores muito simples - os chama-
dos vetores canonicos. Vamos ver um exemplo um pouco mais
complicado.

Exemplo 3: Uma reflexao no plano

Considere a reta no plano passando pela origem e pelo
ponto (1,2). Imagine que essa reta é um espelho — vamos
descrever a transformagao T que leva cada ponto do plano a
sua imagem nesse espelho. Para comecar, convenca-se fazendo
figuras de que T' é linear (isto é, verifique que (a) e (b) sao
satisfeitas pela reflexdao). Agora, vamos procurar dois vetores
para os quais a reflexao é especialmente simples de descrever —
ja que podemos escolher praticamente qualquer dois vetores,
convém ser espertos nessa escolha. Por exemplo, é facil ver o
que a reflexdao T faz com o vetor (1,2)7 — simplesmente nada,

isto &,
()-()

Um outro vetor no qual a reflexao age de forma simples é
um vetor que seja perpendicular ao espelho, por exemplo,
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(2,—1)T (vocé entende porqué esse vetor é perpendicular a
reta~espelho?). Uma figura deve convencer vocé de que

n(A)=-(4)

A pergunta seguinte é — como decompor um vetor do
plano numa soma de dois ingredientes, um multiplo de (1,2)%
e um multiplo de (2,—1)T? Isto é, dado um vetor (z,y)T
qualquer do plano, ache nimeros a e b tais que

(5)=e(2) (%)

Note que as incégnitas sao a e b, e ndo r e y! Bom, essas
equagoes correspondem a resolver o sistema

r=1la+2b
y=2.a+(—1).b

e depois de contas que nao explicitaremos (resolva voceé!), obte-
mos

T+ 2y eb_Zx—y
5 5

a =
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Mais uma vez, usando a linearidade de T,

(5 () o %)
—(2)=(7)
- é (-4?;:(::311/3/)

e agora estamos prontos para a representacao matricial de T,

i(3)-3(37 5):

Para conferir as contas, verifique que a féormula acima real-
mente faz o que deve com os vetores (1,2)7 e (2, —-1)T.

-3
4

(como nos exercicios anteriores, pense visualmente)

Exercicio: Seja M = %(

g) Por qué M™% = Af?

Exemplo 4: Uma projecao em trés dimensoes

O conjunto de pontos (z,y,z) no espago satisfazendo a
equagao
20 4+3y—2=0

forma um plano 7 passando pela origem. Considere a reta r
passando pela origem e pelo ponto (0, 1,2)T (que alids nao per-
tence ao plano — por qué?). Procure a representagao matricial
da funcao que projeta um ponto do espaco sobre o plano 7 ao
longo da reta r (isto quer dizer o seguinte: dado um ponto v
do espacgo, trace a reta por v paralela a r — a projecao ¢é o
ponto de encontro dessa reta com o plano).

De novo, convenca-se antes de que essa projecao é uma
transformacao linear. Depois encontre trés vetores para os
quais a projecao é facil de descrever, e escreva um vetor ar-
bitrario v = (x,y, )7 numa soma de miltiplos dos trés vetores
obtidos. Aplique P em toda a expressao e represente P(v) de
forma matricial. Alids, por qué P99 = pP?
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Para que representar transformagoes de forma matricial?
Uma resposta possivel é que isso facilita programacao: uma
rotina que multiplica vetores pela matriz do exemplo 2, por
exemplo, pode fazer girar todos os pontos relevantes de uma
planta tridimensional de um prédio. Outra resposta, mais
exotica, é que usando matrizes podemos pensar em operacgoes
geométricas (reflexdes, projegdes) em dimensoes grandes, im-
possiveis de visualizar, simplesmente seguindo um procedi-
mento algébrico.

Nas proximas aulas, varios dos ingredientes nessa con-
strucao serao estudados com mais cuidado — neste resto de
paragrafo, vamos pingar algumas palavras que surgirao no
resto do curso. Por exemplo, nem toda escolha de dois ve-
tores no Exemplo 3 serviria: se, por preguica, vocé tivesse
escolhido os vetores (1,2)7 e (2,4)T (nos quais a reflexdo nao
faz nada), vocé nao conseguiria escrever um vetor qualquer do
plano como uma combinagao linear dos dois vetores. Isso en-
tretanto é possivel para quase toda a escolha de dois vetores
— escolhas boas serao chamadas de bases. Note que qualquer
base nesse problema deve ter dois vetores, assim como qualquer
base no exemplo 4 deve ter trés vetores. Esse ntimero, que s6
depende do espaco em que estamos atuando, é o que chamare-
mos de dimensao do espaco. Retas e planos pela origem sao
exemplos de subespacos. No exemplo 4, a reta r foi mandada
a origem pela transformacao linear P — ela é o niicleo de P,
e o plano 7™ é a imagem de P. Nos exemplos 2, 3 e 4, al-
guns vetores nao sairam do lugar. No exemplo 3, um vetor foi
simplesmente multiplicado por -1. Vetores que s6 sao multi-
plicados por um nimero pela acao de uma transformacao sao
chamados de autovetores e o fator multiplicativo, autovalor.

Apéndice 2: Produto interno e ortogonalidade

Associe aos vetores u = (ui,ug,...,un)’

(v1,v2,...,vn)T, com coordenadas reais, o nimero

e v =

n
(u,v) = uTv = ZUW@‘,
i=1
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o produto interno de u e v. Convenca-se de que voceé entendeu a
linha acima — ela comega com uma notacao nova, que estamos
definindo de duas formas:

a. ou como o produto de uma matriz 1 x n (o vetor u’:

lembre que vetores estao sempre de pé e a transposicao os
deita) por uma matriz n x 1 (o vetor v), que tem que dar
uma matriz 1 x 1 (um ndmero!),

b. ou como a soma indicada (que d4 o mesmo que multiplicar
as matrizes u’ e v).

Bom, e o que o produto interno faz por nés? Duas coisas
fundamentais: com ele, podemos falar do tamanho de um ve-
tor, ou como se diz em matematica, da norma ||v|| de um vetor
v?

1
[|v]| = (v,0)2,
(antes de continuar, verifique que se v = (3,4)T jentao ||v|| = 5)
e do angulo entre dois vetores u e v, ou mais precisamente, de
seu cosseno, dado por

B (u,v)
0s(:0) = T Tl

Assim, por exemplo, os vetores (1,3,2)T e (-2,3,—4)T no
espago tridimensional formam um angulo cujo cosseno é

1.(—2) + 3.3+ 2.(—4)
V14y/29,

e se voce tivesse uma tabela de cossenos (ou uma calculadora
com uma tecla arccos), vocé poderia obter o angulo a partir
desse valor do coseno. (Alids, desenhe o grafico do coseno para
se convencer de que quem sabe o coseno de um angulo, sabe o
angulo se ele estiver, por exemplo, no intervalo [0, 7]). Outra
coisa: por alguma razao que nao é 6bvia (e que tem nome, a
desigualdade de Cauchy-Schwartz), esse quociente que define
o coseno sempre d4 um numero entre -1 e 1 (ainda bem, é um
COSSeno...).
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Exercicio: Todos os vetores de norma 1 do plano sao da
forma (cos®,sinf)? para alguma escolha do angulo 6 (e for-
mam um circulo — qual?)

Assim, é muito facil decidir se dois vetores sao perpendic-
ulares entre si — como o cosseno de 7/2 (ou, em graus, 90°)
é zero, basta ver se o produto interno dos dois vetores é zero.
Outra coisa: essa é uma maneira pratica de falar de vetores
perpendiculares (ou, usando um sinénimo matemaético, ortog-
onais) em espagos de qualquer dimensao, e nao sé aqueles nos
quais enxergamos algo. Note que, no plano ou no espaco tridi-
mensional, no qual j& temos um conceito de angulo, teriamos
que demonstrar que a férmula para o cosseno dada acima co-
incide com nossa interpretacao habitual de angulo, mas nao
vamos fazer isso nesse texto. Note também que essa férmula
ajuda muito certas contas: dados trés pontos A, B e C de R3,
fica muito fécil calcular o angulo ABC (ou pelo menos seu
COSSENo).

Exercicio: Ache um vetor do plano perpendicular ao vetor
(a,b)”. Supondo a,b,c # 0, ache dois vetores independentes
no espaco ortogonais a (a, b,c)’.

Exemplo: Em R?, o conjunto {(z,y,2) | 20 +3y — 2 =0} é
um plano 7 passando pela origem. A equacao do plano, pode
ser escrita como

x
(2a37 _]-) ) = 07
z

ou, usando a notacao de produto interno,

(2,3, -7, (z,9,2)") = 0.
Agora, leia alto essa tultima linha: os vetores do plano 7 sao os
(7,9, 2)T que sdo perpendiculares ao vetor (2,3, —1)T — entao
um vetor que é perpendicular a todos os vetores do plano é

justamente (2,3, —1)7 (e qualquer miltiplo seu). Um vetor
desses é o que se costuma chamar um vetor normal ao plano.
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Certas propriedades do produto interno sao faceis de ver-
ificar e muito praticas:

L (up 4+ ug,v) = (uy,v) + (ug,v), para vetores quaisquer
Uy, u2,v.

IT. (u,v1 + v2) = (u,v1) + (u,ve), para vetores quaisquer
u, V1, V2.

III. {(au,v) = (u,av) = a{u,v) para quaisquer vetores u,v e
numero real a.

IV. (u,v) = (v,u), para quaisquer vetores u, v.

Alias, as trés primeiras propriedades simplesmente dizem
que o produto interno é linear em cada coordenada.

Vetores {vy, ..., v} formam um conjunto ortogonal se eles
forem ortogonais dois a dois. Note que em trés dimensoes, nao
existem mais do que trés vetores nao nulos ortogonais entre si.
Uma propriedade cléssica (400-500 A.C. na Grécia) de vetores
ortogonais é a seguinte.

Teorema (Pitdgoras) : Seja {v1,...,vx} um conjunto or-
togonal, e v = vy 4+ ...+ v;. Entao

[l = loall* + .+ sl

Note que quando o conjunto tem dois elementos, isso
é o teorema de Pitagoras do colégio: faca uma figura para
convencer-se disso. Com trés elementos, o resultado calcula
a diagonal maior de um paralelepipedo em termos dos la-
dos. Fazendo uso de um conjunto ortogonal muito 6bvio —
os vetores e; = (1,0,0,...,0)T,es = (0,1,0,...,0)T,... e, =

(0,0,...,0,1)T — mostre que o teorema de Pitdgoras diz que
a norma de um vetor v = (vy,vs,...,v,)" é sua distancia a
origem.
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A demonstracao é quase ébvia, fazendo uso das defini¢oes
e propriedades do produto interno:

||U||2 = <U7U> = <U1 + .. T U, U1 +—|—Uk>
= a soma de todos os produtos internos entre v; e v;
= (v1,v1) + ... + (v, vk),

j& que todos os produtos internos cruzados sao nulos (os ve-
tores sao ortogonais dois a dois!). Mas essa ultima expressao
é exatamente ||vi||> + ...+ ||v]|?>. Note que demonstramos
um resultado que vale para vetores em qualquer dimensao, e
ainda assim a demonstragao foi muito mais simples do que
a demonstracao do teorema de Pitagoras bidimensional ensi-
nada no colégio. Esse resultado deve convencer vocé do poder
da defini¢oes de produto interno e ortogonalidade: geometria
fica muito mais facil expressa dessa forma.

Agora, vamos ver uma aplicagao muito importante de con-
juntos ortogonais. Suponha que {v1,...,v,} é uma base ortog-
onal do espaco de n dimensdes (isto é, o conjunto de vetores,
além de ser uma base, é ortogonal). Vamos tentar representar
um vetor v qualquer do espagco numa combinacao linear dos
vetores da base:

V= Q1V1 + A2V2 + ...+ ApVUy,

para uma escolha adequada dos nimeros a;. Em geral, isso
exige a solucao de um sistema com n equagoes e n incégnitas.
Nesse caso, nao — calcule o produto interno dos dois lados da
equagao acima com o vetor vy:

(v,v1) = a1 (v1,v1) + az(va,v1) + ... + ap vy, v1)

= a1{v1,v1),
ja que os vetores sao ortogonais entre si. Em geral,

(v,v1) o (v, vp)

<'U]_,/U]_>7‘ n - 9

ay =
(Vn, Un)
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que é uma conta muito mais rapida que resolver um sistema n x
n. Note algo surpreendente: para saber o coeficiente a;, basta
saber quem ¢é v; — os outros vetores da base sao irrelevante
para esse calculo! Frequentemente, dizemos que o problema
desacoplou: em vez de resolver um sistema n x n, temos sé
que resolver n sistemas 1 x 1!

Exemplo: Vamos usar desacoplamento para simplificar as
contas do calculo da representagao algébrica da projecao or-
togonal P sobre o plano {(x,y,z) | 2o + 3y — z = 0}. Como
de costume, procuramos trés vetores para os quais conhece-
mos a acao de P, mas agora vamos escolhé-los ortogonais en-
tre si. O vetor normal (2,3, —1)7 ¢ levado por P a (0,0,0)7.
Os vetores no plano ficam parados: um deles, por exemplo, é
(0,1,3)T. Agora, vamos procurar um vetor (a,b,c)’ no plano
que seja ortogonal a esse: isso exige 0.a + 1.0+ 3.c = 0. Como
esse vetor pertence ao plano, (ou, o que é a mesma coisa,
esse vetor tem que ser ortogonal ao vetor normal ao plano),
2.a43.b—1.c = 0 — essas duas equagoes tém muitas solugoes:
uma delas é (5,—3,1)T. A simplificacdo nas contas acontece
agora: para expandir um vetor arbitrario do plano nessa base
ortogonal,

T 2 0 5)
yl=r| 3 +s 1)+t -3 |,
z -1 3 1

O O,13)T) 10

; or — 3y + 2 204+ 3y — 2

— T = .
35 ’ 14

(As contas foram feitas em uma seqiiéncia inesperada para
convencer vocé do desacoplamento). Assim, para encerrar o
exemplo, a projecao P leva v = (x,vy, 2)’ para

y+3z T
—(0,1
10 <07 73) +

5T — 3y + 2

5 —3.1)7.
35 (5,-3,1)
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A representacao matricial fica por sua conta.

Uma base que além de ser ortogonal tem todos seus ve-
tores de norma igual a um é chamada base ortonormal — as
contas para calcular componentes nessa base sao ainda mais
faceis: todos os denominadores sao iguais a 1. E facil passar
de uma base ortogonal para uma ortonormal — basta dividir
cada vetor da base por sua norma.

Exercicio importantissimo: Seja () uma matriz n X n
tal que suas colunas sao n vetores ortonormais. Mostre que
QQT = I, a matriz identidade. Isto quer dizer que a inversa
de @ ¢é muito facil de calcular, Q! = QT — matrizes com
essa propriedade sao chamadas de matrizes ortogonais. Neste
caso, alids, também é verdade que QT Q = I — isto é, se as
colunas de ) formam uma base ortonormal, as linhas também
formam.

Exercicio: Escreva todas as matrizes ortogonais 2 x 2.

Exercicio dificil ou facil: Sejam a,b,c,d nimeros reais
satisfazendo

ad+v2=1 A+d*>=1, ac+bd=0.
Mostre que, entao,

a4+ =1,¥+d*=1, ab+cd=0.

Apéndice 3: Alguns exercicios

Encontre uma representagao algébrica do plano passando
pelos pontos A = (1,2,3) e B = (2,3,4) que seja paralelo a
reta

{(z,y,2) | (x,y,2) =(1,2,4) +t (1,0,—1),t € R}.

. Encontre uma representacao paramétrica da intersecao dos
planos {(z,y,2) [z +y+z=1} e {(z,y,2) | 22 — z = 3}.
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. Ache a distancia entre o ponto P = (1,2,4) e o plano que
passa pelos pontos A = (1,0,0), B=(0,1,2) e C = (2,0,—1).

. Seja T' o triangulo com vértices A = (0,1), B = (0,2) e C' =
(1000, 0). Decida se o ponto P = (400,2/3) esté no interior de
T.

Encontre uma translacdo do plano f : R? — R? que leva
aretar = {(x,y) € R? | 2 + y = 3} a uma reta 7 pela
origem. Descreva rg algebricamente. Descreva algebricamente
a projecao ortogonal py : R?> — R? sobre a reta ry. Escreva
em termos de f e py a projecao ortogonal p : R2 — R? sobre a
reta r.

Considere os vetores v; = (1,2,1),v3 = (2,1,3) e v3 =
(8,7,a). Determine os valores de a para os quais nao é possivel
escrever um vetor arbitrario de R? como combinacao linear de
v1, V2 e v3. Descreva a situagao geométrica satisfeita por vy, v
€ V3 nesse caso.

. Seja RY, a rotagao em R3 em torno do eixo t (que no nosso
caso vai ser z ou y) de um angulo «a no sentido indicado pela
regra da mao direita. Mostre ou dé um contra-exemplo: aplicar
Ry e depois R}, d& o mesmo resultado que aplicar R}, e depois
Ry.

Verdadeiro ou falso: a funcao abaixo é uma rotagao pela
origem:

f:R? - R?
(l’,y) = (-SL’, _y)
. Considere o espelhamento em R? pelo plano
{(z,y,2) €ER® | . + 2y + 2 = b},

onde b € R é uma constante. Para que valores de b esse es-
pelhamento é uma transformacao linear? Para esse valor de b,
obtenha a representacao matricial dessa transformacao.

v=(1 7).

Calcule os autovalores de M. Encontre um autovetor para
cada autovalor de M.

. Seja
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. Calcule os autovalores da matriz

0 0 1 0

0
1
0

— o O

0 1
0 0
0 0

. Sabendo que os autovalores de A abaixo sao 5, 0 e 2, ache
um autovetor associado a cada autovetor.

) 0 0
A= 4 -4 -2
-2 12 6

. Dado que Av = v e Aw = 2w, onde v = (3,2) e w = (4,3),
calcule A9,

. Seja
(2 -1 1
M=-|-1 2 -1
3\ —1 e

Encontre uma matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D
tais que M = PDP~!. Explicite P~ 1.

Considere a transformacdo linear T' : R? — R? que pro-
jeta vetores ortogonalmente sobre a reta x + 2y = 0. Quem
sao os autovalores de T7 Determine um autovetor para cada
autovalor de T.

Um agricultor pode empregar dois tipos de adubo. O
primeiro contém 3 gramas de A, 1 grama de B e 8 gramas
de C por quilo e custa R$ 10 por quilo. O segundo, por quilo,
tem 2g de A, 3g de B e 2g de C, a um preco de R$ 8. Um quilo
de adubo d4 para 10 m? de terra, e a demanda minima deste
solo é de 3g de A, 1.5g de B e 4g de C a cada 10 m?. Quanto
adubo de cada tipo deve ser comprado para cada 10m?2, de
modo a obter o custo minimo?

(puxado) Determine a equagao da esfera que passa pelos
pontos (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) e (2,0,3).

. Verifique se a equacao
4o 4 4y? + 422 —8r — 8y —242—5=0
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representa uma esfera em R? e, caso afirmativo, determine seu
centro e seu raio.

. Sejam A = (—1,0) e B = (0,1). Encontre a equagdo dos pon-
tos C = (z,y) para os quais a soma das medidas dos segmentos
AC e BC é igual a 3.

Dados os pontos A = (0,0) e B = (1,0) encontre a
equagao dos pontos C' do plano para os quais 2 dist(C, A) =
5 dist(C, B).
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Algebra Linear I1

Cada semana deste curso tem uma aula tedrica de duas
horas e uma aula em laboratério de computacao de uma hora.
Os laboratoérios empregados tém uma maquina ligada a uma
televisao grande, muito conveniente.

Usamos MAPLE, para o qual a PUC-Rio tem direito de
uso em todo o campus. Ha razoes didaticas fortes para em-
pregar MAPLE: o ambiente de computacao é simples, uma
eventual programacao segue de perto os comandos habituais,
o sistema de ajuda é 6timo, é facil passar de contas simbdlicas
para numéricas e, finalmente, os cédigos fonte sao disponiveis:
em principio, nenhum programa ¢é uma caixa preta.

IT.A O primeiro terco do curso (quatro semanas)

Vao ser apresentadas trés fontes de grandes matrizes, isto
é, trés problemas considerados através de teoria linear. Esses
problemas servirao de motivagao para o restante do curso.

A.1 Caminhos em grafos

Defina grafo (nao orientado) G e a matriz de adjacéncia
Ag associada a um grafo. A seguir, mostre como a n-ésima
poténcia de Ag conta os caminhos de comprimento n entre
dois pontos do grafo. O Apéndice 4 contém um pequeno texto
distribuido aos alunos sobre isso.

Ha dois aspectos interessantes a considerar. O primeiro é
que multiplicagao de matrizes é perfeita para esse problema:
gaste tempo mostrando que o resultado é verdadeiro para cam-
inhos de tamanho 2. O outro ¢ inducao, nao necessariamente
explicitada: os caminhos de comprimento n podem ser con-
tados a partir dos caminhos de comprimento n — 1 e os de
comprimento 1 — mais verbalmente, todo caminho de compri-
mento n parte de forma tinica em um caminho de comprimento
n — 1 seguido de uma aresta do grafo.

A primeira sessao com Maple deve ser usada para criar
o minimo de familiaridade com o software. Os alunos devem
aprender as quatro operagoes (e isso inclui a posibilidade de
operar com nimero arbitrario de digitos, tanto em aritmética
inteira, quanto em ponto flutuante), a invocagao with(linalg),
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a construir matrizes (ndo exagere: entre linha a linha - operar
com blocos, zerar muitas posigoes, etc., pode ser visto mais
tarde), e a somar e multiplicar matrizes (isso inclui o comando
evalm).

Isso basta para um primeiro problema. Conte camin-
hos entre vértices do cubo e do tetraedro, e tente explicar as
afinidades entre os resultados.

A.2 Modelos populacionais

Descreva o seguinte modelo. Certa populacao é dividida
num numero fixo de faixas etarias, cada uma com suas( taxas
de natalidade e mortalidade. Expresse a transicao entre as
faixas antes num grafo, depois como um conjunto de equacoes,
e finalmente como a acao de uma matriz sobre um vetor de
populagoes. O Apéndice 5 contém um pequeno texto intro-
dutoério.

Com o MAPLE, mostre experimentalmente que a
piramide etaria estabiliza a partir de praticamente qualquer
distribuicao inicial de populagoes. Esse resultado vai se man-
ter misterioso até o estudo de autovalores e autovetores —
note o potencial teatral do tema: cada aluno escolhe sua
condicao inicial e todos encontram o mesmo comportamento
assintotico, se tudo der certo. A programacao vai exigir alguma
forma de normalizacao de um vetor (nao necessariamente eu-
clideana: por qué nao fazer suas coordenadas somarem 1007),
e possivelmente uma iteracao, para estudar o comportamento
assintotico.

A.3 O problema de Sturm-Liouville e sua discretizacao

Apresente o problema de Sturm-Liouville mais elementar,

—u" (t) + q(t)u(t) = f(t), u(0) =0, u(l) =1.
Discretize o intervalo [0, 1] nos pontos

1

=1,
ﬂ—f-l, ) +1

o :0,331 =

e aproxime a segunda derivada por

(1) ~ u(t 4+ h) — 2@}2(275) + u(t — h)7
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para obter uma aproximacao da solugao u por valores u; nos
pontos x; satisfazendo ao sistema linear habitual. Isto motiva
a resolucao de grandes sistemas, desde que os alunos admitam
que equacoes diferenciais de segunda ordem sao importantes.

Talvez os alunos sejam tao jovens que nao saibam porque
equagoes diferenciais sao importantes. Uma motivacao pe-
quena mas plausivel é mostrar que o seno é a solugao para
uma equacao desse tipo: assim, resolver a equacao ¢é tabelar
o seno. Esse pode ser o tema da sessao de MAPLE da se-
mana: calcular senos resolvendo o sistema linear associado a
discretizacao.

Ha dois aspectos computacionais a considerar: as matrizes
envolvidas sao tridiagonais, e podem ser introduzidas no pro-
grama de forma mais compacta. Os alunos sao apresentados,
ainda que superficialmente, as rotinas de resolucao de sistemas.

A4. Problemas

Cada assunto das semanas anteriores é uma caixa de Pan-
dora. Aqui vao extensoes, um pouco mais elaboradas nos ex-
ercicios do Apéndice 7. As sugestoes abaixo podem se estender
para muito além de uma semana so.

1. Caminhos de comprimento n num tetraedro sao de dois
tipos: os abertos e os fechados. Escreva relagoes recursivas
para o numero de caminhos de cada tipo. Chame a atencao que
equacoes lineares recursivas estao sendo resolvidas potenciando
matrizes. De fato, esses ntimeros sao obtidos através da matriz
de adjacéncia do tetraedro, mas uma matriz 2 x 2 ja da conta
do problema. Se quiser, mostre que o mesmo pode ser feito
para calcular o n-ésimo nimero de Fibonacci (alids, o primeiro
modelo populacional com um minimo de sofisticagao).

2. Aumente a complexidade do modelo populacional: con-
sidere dois sexos, por exemplo. Em vez de falar de taxas
de fertilidade, interprete os pesos das arestas do grafo como
sendo probabilidades de transi¢ao. Um problema interessante:
monte as matrizes correspondendo a caminhos aleatoérios pelas
arestas de um tetraedro e de um cubo: o que hé para dizer
sobre poténcias altas dessas matrizes?
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3. Considere discretizagoes com condicoes de fronteira
periddicas.

B. Entre a segunda e a terceira prova — sistemas lin-
eares (quatro semanas)

Vamos resolver sistemas lineares por escalonamento,
e interpretar as conseqiiéncias das operacoes em termos
geométricos.

B.1 Escalonamento

Escreva um sistema com trés incégnitas e trés equacgoes
explicitamente, ao lado de sua representagao por uma matriz
estendida. Mostre que as operagoes Obvias para quem resolve
um sistema (multiplicar uma linha por uma constante, somar
uma linha & outra, trocar duas linhas de lugar) correspondem
a operacoes simples na matriz aumentada.

Deixe claro que a soma de linhas é apenas uma forma
conveniente de ocasionalmente eliminar de uma equacao uma
variavel que foi explicitada em outra. Interprete em termos
do sistema a seqiiéncia de operagoes na matriz aumentada que
corresponde a zerar todas as entradas acima e abaixo de uma
entrada nao nula fixa.

Escalone simbolicamente: tente, por exemplo, contar o
nimero de multiplicacoes necessarias para resolver um sistema
Ax = b onde A é uma matriz 5 x 5 tridiagonal.

Mostre como resolver varios sistemas Ax = b; ao mesmo
tempo. Inverta uma matriz.

Na aula computacional, apresente as rotinas que fazem
escalonamento (addrow, por exemplo), e escalone passo a passo
— na proxima aula, os alunos podem ser confrontados com as
rotinas de decomposi¢ao LU.

B.2 Escalonamento revisitado: a decomposicao LU

Interprete as operagoes da semana anterior sobre a ma-
triz do sistema como o efeito de multiplicagoes por matrizes
elementares: apresente a decomposicao LU de uma matriz.
Explique porque sistemas associados a matrizes triangulares
sao simples.
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Compare escalonamento e decomposicao LU: conte multi-
plicacoes, se tiver tempo.

Na aula computacional, faca uso das rotinas de decom-
posicao LU. Talvez essa seja uma boa oportunidade alids para
acostumar os alunos a operar em aritmética racional e em
ponto flutuante. Faca resolver sistemas lineares grandes: por
exemplo, calcule o seno usando a aproximacgao via Sturm-
Liouville discretizado por matrizes 200 x 200.

B.3 Escalonamento e geometria

Considere o problema fundamental: dado um conjunto de
vetores vy, ..., Vg, decidir se eles geram o mesmo subespaco que
um conjunto de vetores com menos elementos. Resolva assim:
monte uma matriz M cujas linhas sao esses vetores; mostre que
as operacoes elementares nao alteram o espaco gerado pelas
linhas; escalone até obter vetores obviamente linearmente in-
dependentes. Os conceitos de base e dimensao passam a ter
um significado concreto.

Mostre que a imagem de uma transformacao linear é o
espaco gerado pelas colunas da matriz que a representa (afinal,
as colunas sdo a imagem da base canonica). Em particular,
o algoritmo acima obtém uma base para a imagem de uma
transformagao (o que costuma ser chamado de posto).

Na aula computacional, é interessante fazer notar que a
rotina LU do MAPLE calcula o posto da matriz sendo decom-
posta. Vale a pena mostrar que decidir se um conjunto de
vetores é linearmente dependente é uma tarefa numericamente
instavel.

B.4 Representando vetores em bases

Lembre que expressar um vetor numa base é resolver um
sistema linear, o que nesse segundo curso pode ser pensado em
dimensao arbitraria. Volte a tratar de um dos temas impor-
tantes de ALI: as vantagens de operar com bases ortogonais. Se
achar oportuno, fale da decomposi¢do QR de uma matriz (uma
versao numericamente estavel do método de Gram-Schmidt).

A aula computacional pode ser dedicada a instabilidade
da resolugao de certos sistemas lineares. Nao seja ambicioso:
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apresente uma matriz M mal condicionada (isto €, uma ma-
triz que leva a bola unitéria a um elipséide muito excéntrico),
e mostre como os erros de resolucao variam dependendo da
escolha do lado direito do sistema (para isso, é conveniente
poder alterar o nimero de digitos das contas). Resolva depois
esse sistema usando uma decomposicao QR (isto é, escreva
M = QR e proceda a resolugao de dois sistemas) e compare os
€rTos.

C. O terco final do curso — autovalores e autovetores
C.1 Determinantes e niimeros complexos

Essa aula deveria ser apenas uma revisao de material es-
tudado em ALI. H4 uma novidade muito interessante: levando
em conta que det AB = det A det B, aprendemos que a decom-
posicao LU é um processo muito mais eficiente para calcular
determinantes do que as expansoes por linha.

Na aula computacional, calcule alguns determinantes in-
teressantes (por exemplo, Vandermonde — aproveite para
ensinar comandos de fatoracao e simplificacdo), opere com
nimeros complexos.

C.2 Autovalores e autovetores

De novo, lembre aos alunos da definicao através de um
exemplo. Apresente o método de poténcias para célculo do
autovalor de maior médulo. Explique a relevancia do autovalor
de maior modulo no comportamento assintético de A™v.

Na aula computacional, vocé pode fazer contas com o
método de poténcias e mostrar como o resultado a respeito
de distribuicoes etarias apresentado no primeiro terco do curso
se explica parcialmente através dele (faltaria demonstrar que
o autovalor de maior médulo de uma matriz de taxas de fertil-
idade e mortalidade é de fato um numero positivo, tem multi-
plicidade algébrica igual a um, e o autovetor associado tem to-
das as suas coordenadas positivas, o que garante interpretacao
fisica razoavel para o comportamento assintotico do sistema —
esse é o teorema de Perron-Frobenius, que vai além do objetivo
do curso).
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C.3 Matrizes diagonalizaveis e calculo funcional

Repasse os fatos basicos sobre matrizes diagonalizaveis e
apresente o calculo funcional — veja o Apéndice 6.

Na aula computacional, apresente rotinas de interpolagao
polinomial. Aproveite e mostre como matrizes de Vander-
monde estao associadas ao problema de interpolagao.

C.4 Outras iteragoes e o calculo de outros autovalores

O método de poténcias é conveniente apenas para calcular
o autovalor de maior médulo de uma matriz diagonalizavel.
Supondo a matriz M diagonalizavel, decomponha um vetor v
arbitrario em uma base de autovetores,

V= a1V + agVy + ...+ apUy,

e fazendo contas parecidas com as empregadas na apresentacao
do método de poténcias, mostre que

f(M)v=aif(M)vy + ...+ anf(Ap)vUn,

o que permite, fazendo escolhas adequadas de f, ressaltar qual-
quer regiao do plano complexo. Em particular, use parabolas
voltadas para baixo para enfatizar intervalos reais e inversas
(f(z) = L), para enfatizar autovalores préximos de a. Se
tiver oportunidade, fale de iteracoes com ”shifts”. Esta aula
¢ uma janela para algoritmos fundamentais em &lgebra linear

numeérica: nao seja ambicioso tentando cobrir matéria demais.

Apéndice 4: Matrizes de adjacéncia

Um grafo é simplesmente um conjunto de pontos, os
vértices, ligados por alguns segmentos, as arestas. Dois vértices
sao chamados adjacentes se sao ligados por uma aresta. A
figura abaixo, por exemplo, é um grafo com cinco vértices, que
foram rotulados 1,2,...,5, e sete arestas (sem nome), e nele
os vértices 1 e 4 nao sao adjacentes. Note alids que existe uma
aresta comecando e terminando no mesmo vértice 4. Um cam-
inho entre dois vértices é exatamente o que voceé estd pensando:
1243444315 é um caminho entre 1 e 5 de comprimento (isto é,
o nimero de arestas percorridas) igual a 9. Um caminho pode
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ir e voltar sobre si mesmo muitas vezes, ou ficar rodando por
uma aresta.

Um outro exemplo é o grafo que tem por vértices e arestas
os oito vértices e as doze arestas de um cubo.

Grafos sao tao simples que é dificil imaginar que existam
perguntas interessantes associadas a eles — a situacao é ex-
atamente o contrario: para a maioria das perguntas, nao se
conhece uma resposta satisfatéria. Um exemplo de pergunta
(que nao é tao simples, mas vai ser respondida nesse texto)
¢é a seguinte: quantos caminhos de comprimento 20 existem
ligando os vértices 1 e 5 do grafo acima? Outra: quantos
caminhos fechados (isto é, comecando e terminando no mesmo
vértice) de comprimento 100 existem no grafo associado ao
cubo? Note, alids, que esses ntimeros sao provavelmente muito
grandes, e que nao sao faceis de escrever em termos dos ob-
jetos combinatérios que vocé aprendeu no colégio (arranjos,
combinagdes...) — na verdade, esses objetos s@o intteis para
abordar esse problema.

Nao é nada 6bvio que matrizes possam ajudar a responder
a essa pergunta: o procedimento, que descrevemos a seguir, é
muito empregado em problemas de otimizacao, matematica
discreta, teoria de grafos (!), etc.

Dado um grafo G com n vértices, rotule seus vértices com
os numeros 1,2,...,n e monte a matriz de adjacéncia de G
— essa matriz, que vamos chamar de A, é n X n, e s6 tem os
nimeros 0 e 1 em suas posicoes: mais precisamente, na posicao
(i,7) de A (isto é, no cruzamento da linha i com a coluna j
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de A), colocamos um 0, se os vértices i e j nao sao adjacentes,
e um 1, se o sao. Por exemplo, para o grafo G da figura, a
matriz A é

— O = = O
—=_0 O =

1
0
0
1
0

O = = = O
OO O = =

Note que a matriz A é simétrica (isto é, suas posigoes (i,7) e
(7,1) sao iguais) — afinal, se o vértice ¢ é adjacente a j, o j
¢ adjacente a i. Estamos prontos para responder a primeira
pergunta: o nimero de caminhos de comprimento 20 ligando
os vértices 1 e 5 do grafo da figura é dado pela posicao (1,5) da
matriz A?°. De maneira mais geral, vale o seguinte teorema,
bastante inesperado.

Teorema: Seja G um grafo com n pontos rotulados pelos
numeros 1,2,...,n, e com matriz de adjacéncia A. O numero
de caminhos de comprimento c¢ ligando os vértices ¢ e 7 é a
posigao (i, j) da matriz A°.

Note que a propria matriz de adjacéncia conta os cam-
inhos de comprimento ¢ = 1 entre os vértices ¢ e j: em out-
ras palavras, o teorema para esse caso segue diretamente da
definicao de matriz de adjacéncia. Para entender um pouco
mais o teorema, vamos considerar o caso ¢ = 2 — isto é, va-
mos ver porque o nimero de caminhos ligando ¢ a j com um
tnico vértice intermedidrio é dado pela posicao (i,7) da ma-
triz A%2. Para facilitar a notacdo, vamos escrever M; ; para
representar a posigao (i,j) da matriz arbitraria M. Note que
a posicao (i,j) de A? (isto é, (A?); ;) é dada pela expressao

(A%)ij =Y AixAr;
k=1

(para convencer-se disso, eleve uma matriz pequena ao
quadrado explicitamente — note, alias, que essa expressao se-
ria o comando central de um programa que eleva uma matriz
ao quadrado). S6 had uma maneira do produto A; ;A ; ser
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diferente de zero: as posigoes A; j e Ay ; tém que ser iguais a
1, o que quer dizer que o grafo original tem uma aresta ligando
1 a k e outra ligando k£ a j — mas isto é exatamente dizer que
existe um caminho entre 7 e 5 de comprimento 2 passando por
k. Como k pode ser qualquer ponto do grafo (isto é o que
quer dizer que no somatério k vai de 1 a n), e cada caminho
deste tipo contribui com o niimero 1 = 1 x 1 para o somatério, o
termo direito da expressao é o niimero total de caminhos de 7 a
j de comprimento 2, e o teorema estd demonstrado entao para
esse caso. Para comprimentos arbitrarios, a demonstracao é
muito parecida, combinando esse argumento com indugao.

A moral é que um problema combinatério bastante com-
plicado se reduziu a calcular poténcias de matrizes. Claro, a
dificuldade agora é saber calcular poténcias de forma compe-
tente, e para isso temos um curso pela frente.

Exercicio: Que multiplicagoes matriciais voce faria para calcu-
lar A29? Procure uma seqiiéncia de poucas mutiplicacoes —
use o MAPLE para fazer essas contas.

Essas idéias se estendem para outros tipos de grafos.
Por exemplo, poderiamos supor que as arestas sao orientadas
(e representar isso colocando setinhas em cada aresta), de
maneira que seja possivel ir de ¢ a j, mas nao voltar. Ou
poderiamos supor que existem varias arestas ligando ¢ a j. Em
cada situacao dessas, o problema de contar caminhos continua
fazendo sentido, e uma maneira de resolvé-lo é considerar a
definicao adequada de matriz adjacéncia em cada caso.

Apéndice 5: Um modelo populacional

Esse é um exemplo de uma situacao em que algebra linear
tem muito a dizer. Aos poucos, vocé vai perceber a enorme
aplicabilidade do assunto — algebra linear serve para tratar de
modelos lineares (!), e, francamente, quase tudo que se modela
na vida real tem que ser feito assim: a teoria nao linear em
geral é muito mais dificil.

Queremos fazer um modelo de crescimento populacional
que tenha alguma sofisticacao. Vamos comecar com um
primeiro modelo, simples demais. Imagine que vocé sabe a
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taxa de fertilidade de uma populacao, usualmente dada por
uma porcentagem por unidade de tempo. Assim, por exem-
plo, se a taxa é de 2% ao ano, e a populacdo em um ano é
500, no ano seguinte ela serd 510 (isto é, 1.02 x 500 — alids,
e dois anos depois?). Em geral, modelos desse tipo fazem uso
de informacao obtida através de um recenseamento realizado
em um certo momento, como ¢é o caso da populagao e da taxa
de fertilidade, e a partir delas esses modelos especulam sobre
o comportamento populacional um pouco antes, ou um pouco
depois desse momento.

O modelo que queremos estudar é mais complexo. Vamos
supor que estamos interessados em prever a distribuicao por
idades de uma populacao — isto é, gostariamos de saber como
muda a quantidade de individuos de uma certa faixa etaria a
medida que o tempo passa. Por exemplo, vamos considerar
uma populacao dividida em cinco faixas etérias, dadas em
anos por intevalos temporais [0,1),[1,2),[2,3).[3,4) e [4,00).
A dltima faixa inclui todos os individuos com idade maior ou
igual a quatro anos — isso nos dispensa de fixar um prazo
de vida terminal para os individuos dessa populacao. Vamos
também supor que um recenseamento no tempo t = 0 obteve
as populagdes p1(0), p2(0),p3(0), p4(0) e p5(0), e vamos pensar
como podemos fazer uso dessas informacoes para aproximar
as varias populacoes alguns anos adiante. Note que chamar o
tempo inicial de 0 deve ser irrelevante: o crescimento da pop-
ulagao nao tem nada a ver com o nome que damos a esse mo-
mento. As observagoes de que necessitamos sao quase 6bvias:

1. Depois de um ano, cada individuo passa de uma faixa etaria
para a seguinte, a nao ser que ele pertenca a ultima faixa.
Para ser um pouco mais realista, vamos empregar taxas de
mortalidade w; para indicar que fracao da populacao de uma
faixa ¢ sobrevive até o ano seguinte.

2. A cada ano, nascem novos individuos, que sao acrescentados
a primeira faixa etaria. Mais uma vez, vamos supor que cada
faixa ¢ contribui com uma fragao «;, a taxa de fertilidade, para
a primeira faixa.

Pode parecer que o modelo nao esteja levando em conta a
possibilidade de apenas poucas faixas etarias serem realmente
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férteis: por exemplo, poderiamos imaginar que, depois de uma
certa idade, os individuos nao se reproduzissem. Isso nao é
problema — basta fazer com que as taxas de fertilidade de al-
gumas faixas etarias tenham o valor zero. Da mesma forma, o
modelo é suficientemente versatil para também levar em conta
que infantes e idosos morrem mais — basta ajustar adequada-
mente as taxas de mortalidade associadas. Outra possibilidade
seria tratar separadamente do crescimento populacional por
idade e por sexo (supondo, por exemplo, que a espécie tenha,
digamos, dois sexos), mas vamos deixar isso de lado. O impor-
tante é que estamos supondo que, assim como dispomos das
populacoes em tempo t = 0, somos capazes de obter suas taxas
de fertilidade e mortalidade, que, pelo menos por alguns anos,
sao supostas constantes.

Os itens acima descrevem o modelo, mas existem trés
outras formas de transmitir a mesma informagao, que sao de
grande interesse em situacoes desse tipo. A primeira é o grafico
abaixo. As caixas devem conter os valores das populacoes, e
as setas indicam visualmente como individuos contribuem para
as populagoes no ano seguinte. Certifique-se de que o grafico
abaixo, devidamente interpretado, contém exatamente a in-
formagao descrita nesses itens.

-

A segunda maneira de descrever o modelo é através das
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equagoes abaixo:

p1(t+1) = aopa(t) + asps(t) + aupa(t) + asps(t),
p2(t +1) = wipi(t),

p3(t + 1) = wapa(t),

pa(t +1) = wsps(t),

ps(t+ 1) = wapa(t) + wsps(t)

Mais uma vez, convenca-se de que essas equagoes dizem a
mesma coisa que os itens ou o grafico acima.

A terceira maneira é simplesmente escrever as equacoes
acima em notacao matricial:

pi(t+1) 0 a az as as\ /pi(t)
p2(t +1) wg 0 0 0 O pa2(t)
ps(t+1) | =10 w2 0O 0 O p3(t)
pa(t +1) 0 0 ws 0 O pa(?)
ps(t+1) 0 0 0 wsi ws ps(t)

Para facilitar a notagao, defina um vetor com cinco coor-
denadas,

p(t) = (pl (t)a b2 (t) » P3 (t),p4 (t)7p5 (t))T7

onde o T indica que o vetor estda sendo pensado na vertical, e
seja M a matriz 5 x 5 acima. O modelo entao é equivalente &
equacao

p(t+1) = M p(?).

E claro, alids, que p(t + 2) = M2p(t), ou, se quisermos
avancar n anos, p(t +n) = M™ p(t).

As duas ultimas representacoes do modelo sao imple-
mentaveis em maquina. Desta forma, em principio, podemos
estudar computacionalmente a evolucao temporal de uma pop-
ulagao com os dados iniciais indicados acima. Note que esse
modelo sé é satisfatério enquanto nao houver alteracao sub-
stancial das taxas de fertilidade e mortalidade. Por exemplo,
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numa situacao de super-populacao, esses parametros mudam
drasticamente. Um modelo desse tipo, alids, foi empregado
por alguns anos para estabelecer uma largura conveniente dos
buracos das redes de pesca no Mediterraneo — pense como.

Se todas as descricoes acima sao equivalentes, por qué
interessar-se pela representacao matricial? A primeira razao
¢é simples de entender: usando vetores e matrizes, é mais facil
programar modelos desse tipo em computador. A outra razao
é que, a partir de algebra linear, podemos deduzir fatos que
nao sao evidentes a respeito dessas evolucoes — vamos dar
um exemplo. Em vez de considerarmos a populacao em cada
faixa etaria, vamos estudar como muda a fracao correspon-
dente a cada faixa etaria na populagao total: isso é equiva-
lente a, dada uma populagao (vetoriall) p(t), dividirmos todas
as coordenadas de p(t) pelo mesmo nimero de modo a obter
um novo vetor, digamos ¢(t), cuja soma de todas as coorde-
nadas seja igual a 1: as coordenadas de ¢(t) s@o nimeros entre
0 e 1, denotando as fragoes que nos interessam. O vetor ¢(t),
entao, descreve a distribuicao etaria da populacao no tempo
t. Como sempre, vamos fixar as taxas de fertilidade e mortali-
dade e estudar os vetores p(t) e q(t), que obviamente dependem
fortemente da condigao inicial p(0) (a partir da qual podemos
obter ¢(0)). O fato surpreendente é que, para hipdteses muito
gerais, a medida que ¢ aumenta, o vetor ¢(t) converge (isto é,
aproxima-se mais e mais) de um vetor fixo que nao tem nada a
ver com a distribuigao etaria inicial!. Isto quer dizer, por exem-
plo, que distribuigoes etarias muito diferentes vao dar origem
a longo prazo a praticamente a mesma distribuicao. A demon-
stragao disso usa um teorema bastante dificil de algebra lin-
ear, mas na terceira parte do curso veremos algumas situacoes
parecidas com essa.

Apéndice 6: Aproximando solugoes de equacoes difer-
enciais simples

Quase todas as equacgoes diferenciais nao podem ser
resolvidas explicitamente com os simbolos habituais de
matematica. O que se faz para contornar essa dificuldade é
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tentar encontrar aproximacgoes para as respostas, e isso pode
ser feito bastante bem, e de forma facil. Como exemplo muito
simples de uma técnica muito geral (a palavra-chave desse as-
sunto é discretiza¢ao), vamos aproximar a solu¢ao da equagao

f”(:lj‘)—l—q(l‘) :T(.CE), T € (071)7 f(O) :O:f(l),

onde ¢(z) e r(x) sao fungoes dadas, estamos procurando a
funcao f(x) e f” denota a segunda derivada de f na varidvel x.
O primeiro passo parece ingénuo, de tao simples: de Célculo
I, sabemos que

) — tim L) S

h—0 h

)

e isso torna bastante razoavel que, para h pequeno,

fla+h) = f(z)

(o) LY

Essa, alids, nao é a unica aproximacgao que se pode fazer de
f(z), mas para o que vamos fazer outras ainda nao interes-
sam. A segunda derivada também pode ser aproximada por
um quociente esperto,

f”(:l?) — lim f(:L‘+h) —2f(x)+f(ac—h)

h—0 h? ’

o que pode ser mostrado aplicando L’Hopital duas vezes para
calcular o limite. Entao, de novo para h pequeno,

fle+h)—2f(x)+ flz—h)
h? '

f'(x) ~

O segundo passo é colocar n numeros igualmente
espacados no intervalo aberto (0, 1),

O=20<21<22<...<Tp-1<Tn,Tnt1 = L.

Note que a distancia entre dois pontos seguidos é dada por
h =1/(n+1) (repare bem: esses n pontos quebram o inter-
valo em n + 1 sub-intervalos de mesmo tamanho), e de quebra,
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¢é facil ver que x; = ih. O que vamos fazer para aproximar a
solugao da equacao diferencial original é o seguinte. Em vez de
procurar por f(x), vamos fixar um certo niimero de pontos n e
procurar aproximacgoes f (z;) da fungao f sé nos pontos x;. A
boa noticia nesse mundo cheio de insegurancas é que as aprox-
imagoes ja sao bastante boas com uns poucos pontos, e que
podem se tornar arbitrariamente boas, escolhendo n grande,
em principio. A maé noticia é que isso pode levar a ter que
fazer muitas contas. Que contas, alids? Vamos ver isso agora.

Para facilitar, suponha que n = 4 e escreva a equacao de
interesse nesses quatro pontos:

f(@1) + q(z1) f(z1) = r(20),
f(x2) + q(@2) f (22) = 7(22),
f"(x3) + q(x3) f (x3) = r(23),
f () + q(za) f(24) = 7(24).

Lembre que q e r sao funcoes dadas, logo todos os valores
dessas funcoes sao conhecidos. O proximo passo é substituir
as segundas derivadas por suas aproximagoes. Escolhendo h
como sendo o espacamento entre dois x; seguidos, temos que

f(xiv1) = 2f(z) + f(wi1)
h2

f (@) ~

Agora, jogando as vérias aproximagoes de f”(x;) nas quatro
equagoes acima, obtemos equagoes aproximadas

f(x2) = 2f(21) + f(x0)
72

f(x3) = 2f(x2) + f(x1)
72

f(xa) = 2f(x3) + f(22)
72

f(zs) — 2f(wa) + f(3)
12

+q(z1) f(w1) = r(21),

+ q(2) f(2) = r(22),

+ q(x3) f(w3) =~ r(x3),

+ q(x4) f(74) = 7(24),
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onde f(zg) = f(0) = 0 e f(zs) = f(1) = 0. Finalmente,
o ultimo truque: se tudo der certo, as equagoes aproximadas
acima viram equagoes se trocarmos os valores corretos f(x;)
por aproximacoes adequadas f (x4):

f(372) - 2f(3?1)

+q(z1) f(21) = (1),

h2
Flzs) — 2f;5§2) +fe) | q(z2) fz2) = r(z2),
Ploa) Z 2 2 1@ 1 ag) ) = ),
—2f($422+ f(x3) I q($4)f(x4) = r(xy).
Escrevendo em notagao matricial, essas equacoes viram
1/(h?) 0 0
—2/(h?) + q(x2) 1/(h?) 0
V() =2/ +alws) 1))
0 1/(h?) —2/(h*) + q(a4)

Daqui para a frente, é questao de aprender a resolver sis-
temas de equacoes — esse é o material do segundo terco do
curso. Na aula computacional, vamos ver que nao sé os f (x;)
sao de fato boas aproximacoes da solucao, mas que escolher o
n maior faz obter aproximacoes realmente melhores.

Apéndice 7: Calculo Funcional

Vamos mostrar um procedimento para calcular fungoes
f(A) de uma matriz A. Os exemplos que nos interessam es-
pecialmente sao f(x) = 2™ e f(x) = e*: poténcias e exponen-
ciacao de matrizes.

A primeira versao, mais simples, basta para matrizes diag-
onalizaveis. Lembre que uma matriz é diagonalizdvel quando
tem uma base de autovetores: duas classes sao faceis de identi-
ficar, matrizes simétricas e matrizes cujos autovalores sao todos
diferentes.
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Uma maneira possivel de fazer essas contas seria calcular
autovalores e autovetores de A, e escrevé-la na forma familiar,

A=PDP !,

onde P tem os autovetores de A em suas colunas, e D é uma
matriz diagonal, com os autovalores de A em sua diagonal.
Entao

A? = (pDP Y2 = PDP'PDP~!' = PD*P!,
ou de forma mais geral,
f(A)=Pf(D)P~1.

Isso é facil de ver se f é um polindmio, e precisa de uma demon-
stracdo mais cuidadosa quando f é uma série de Taylor (como
no caso da exponencial), mas nem por isso deixa de ser ver-
dade. Finalmente, note que f(D), também uma matriz diago-
nal como D, é muito facil de calcular: basta aplicar f a cada
posicao diagonal de D.

Agora, vamos ver o procedimento que nos interessa, para
o qual nao é nem necessario calcular os autovetores de A. Re-
capitulando, suponha que vocé quer calcular f(A), onde A é
uma matriz diagonalizavel. Comece calculando seus autoval-
ores A1, Aa,..., A\, descartando os autovalores repetidos. A
seguir, procure um polinomio p tal que

p(A) = f(A), - p(Ak) = F(AR).

A matriz procurada, f(A), é simplesmente p(A).

Exemplo: Se
2 2 3
A=|2 5 6 |,
3 6 10

seus autovalores sao 1 e 15 (confira; qual é o autovalor duplo?).
Como A é simétrica, é diagonalizdvel. Para calcular A%,
vamos procurar um polindmio levando 1 a 11990 = 1 ¢ 15 a
151000 Uma mera reta faz isso:

p(x) = ax + 3,
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onde
151000 -1 15 — 151000
a=—— =, g=
14
Entao

A0 — p(A) = aA + BI

200+ 2a 3a
= 2a Sa + 6a
3a (ife} 10 + 3

Note que um pequeno milagre aconteceu no exemplo
acima: para calcular uma matriz a milésima poténcia, bastou
calcular um polindmio linear dela.

Exercicio: Usando o MAPLE, se quiser, mostre que os auto-
valores da matriz de adjacéncia do grafo associado ao cubo sao
os numeros —3, —1,1 e 3, alids, com multiplicidade 1, 3,3 e 1.
Calcule o nimero de caminhos fechados de comprimento 1000
nesse grafo. Isto responde de forma muito satisfatéria a uma
pergunta feita na primeira aula do curso.

Por qué esse procedimento funciona? No caso do calculo
de uma poténcia de uma matriz diagonalizavel, é muito facil
explicar. Suponha que vocé quer calcular A™. Diagonal-
izando A = PDP~!, temos que A" = PD"P~! onde D"
¢ a matriz diagonal obtida elevando a n as posi¢oes diagonais
de D, que sao alids os autovalores de A. Agora, se p é um
polinémio que no autovalor A\; de A toma o valor A\?, temos
que p(A) = Pp(D)P~, e p(D) = D", j4 que as duas matrizes
sao matrizes diagonais cujas posicoes diagonais sao da forma
p(A;) = A'. Em uma frase, o argumento é quase banal: se
A é diagonalizavel, duas funcgoes f e g que tomam os mesmos
valores nos autovalores de A vao ser tais que f(A) = g(A)!
Essa idéia elementar é uma fonte de simplificagoes em calculos
envolvendo matrizes, e por alguma razao misteriosa, nao tem
a divulgacao merecida.

Vamos ver agora o procedimento para uma matriz A geral
— note que agora nao é sequer possivel escrever A = PDP~!,
ja que A nao é necessariamente diagonalizavel, mas o procedi-
mento, como no caso anterior, nao vai precisar dessa expressao.
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Nesse caso, calcule os autovalores A; ..., g, e suas multiplici-
dades mq,...,mg.

Agora, procure um polinémio p tal que

p(A1) = f(A),p' (A1) = f/(M), -

pmT ) = fmmh(yy),

p(Ak) = FOn), 0" (M) = f(Ak), -,
p(mk—l)o\k) — f(mk_]-)()\k)_

De novo, a matriz procurada, f(A), é p(A4).

Exemplo: Se
3 —4 -1
A=11-3 5 1],
21 -32 -7

os autovalores sao \; = 1, A\ = 0, com multiplicidades m, =
1,mg = 2. Para calcular e, procure p tal que

p(1) = €', p(0) =€, p'(0) = €°,

ja que a derivada de e” é e”. Para satisfazer esses trés pedidos,
um polindémio de grau dois deve bastar, p(x) = az? + bz + c.
De fato, tome c=1,b=1¢e a = e — 2. Entao

et =(e—2)A2+ A+ 1.1,

que poderia ser escrita por extenso em forma matricial, mas
fica por sua conta. Mais uma vez, um pequeno milagre: a
exponencial da matriz A é polindmio de grau 2 dela.

A demonstracao desse procedimento mais geral é mais
dificil: as duas trilhas naturais fazem uso de resultados que
nao vimos no curso — o teorema de Cayley-Hamilton ou a
forma de Jordan. Fica para um outro...

Em vez disso, vamos terminar esse texto apresentando
um atalho para o procedimento geral, que pode de interesse
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para matrizes maiores. Para isso, vamos usar o conceito de
polinémio minimal, sem defini-lo (mais uma vez: se vocé tiver
curiosidade, pergunte a seu professor, ou consulte um livro, ou
faga mais um curso de algebra linear). Seja A uma matriz com
polinébmio minimal

(A= AP (= )P,

Entao o procedimento geral vale trocando as multiplicidades
m; pelos expoentes p;. Isso pode fazer com que o polinomio in-
terpolador tenha que satisfazer menos exigéncias, e seja entao
mais facil de calcular. O procedimento para matrizes diago-
nalizédveis segue do procedimento geral ao notar que nesse caso
todos os expoentes p; sao iguais a 1: de novo, vocé s6 pode
entender isso com um pouco mais de teoria.

Exemplo: Se

O o N O
O = O =
DO OO

o OO

os autovalores sao A\1 = 1 e Ay = 2, com multiplicidades m; =
2,mo = 2, e expoentes do polindomio minimo pu; = 2, uy =
1. Para calcular, por exemplo, e”, basta entdo procurar um
polinémio satisfazendo p(1) = e,p/(1) = e e p(2) = €2, sem
exigir que p’(2) = e2. Para isto, um polindmio de grau 2 basta
— daqui para a frente, fica por sua conta.

Apéndice 8: Alguns exercicios

Seja F'(n) o numero de caminhos de comprimento n que
comecam e terminam no mesmo vértice V de um tetrae-
dro. Seja A(n) o nimero de caminhos de comprimento n que
comecam em V e terminam em outro vértice W, W # V.
Mostre que F'(n) = 3A(n—1) eque A(n) = F(n—1)+2A(n—1).
Quem sao A(1) e F(1)? Quanto é F(5)? Mostre como obter
A(n) e F(n) usando poténcias de matrizes.

Sugestao: Considere o vetor coluna cujas componentes sao
F(n) e A(n) e escreva, com base nas equagdes acima, uma
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relagao matricial entre este vetor e o vetor coluna cujas com-
ponentes sao F'(n —1) e A(n —1).

Seja T' a matriz de adjacéncia do tetraedro, onde rotu-
lamos os seus vértices de uma maneira qualquer. O que T™
tem a ver com F'(n) e A(n)?

. Considerados como grafos, os poliedros regulares (o tetrae-
dro, o cubo, o octaedro, o icosaedro e o dodecaedro) gozam
da seguinte propriedade: o numero de arestas incidentes em
cada vértice é o mesmo para todos os vértices. Assim, por
exemplo, ha trés arestas incidentes em cada vértice do cubo e
3 em cada vértice do tetraedro. Grafos com essa propriedade
sao chamados regulares, e chamamos de valéncia do grafo esse
nimero. Desenhe alguns grafos regulares que nao sejam grafos
de poliedros. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo regu-
lar de valéncia A, e denote por v o vetor coluna com A posicoes,
todas iguais a 1. Quem é o vetor Av?

. Considere a matriz A cuja distribui¢ao de entradas nao nulas
¢ dada abaixo.

o8 OO0 OR8
OR OK8 OR
oOR &8 K8 o8
oK OR8 O©O8
8 8 8 ©8 8
8 8 8 o8 8

Que permutacoes das linhas (e colunas, por qué nao?) em
principio diminuem o nimero de contas na solucao de Ax = b
por eliminacao gaussiana?

. Ache a decomposicao LU da matriz

a 0 e
A=|[0 b f 1,
e f ¢

permutando linhas se necessario, nos seguintes casos.
1. As entradas a e b sao diferentes de zero

2. A entrada a é zero, mas e, junto com b, nao sao.
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. Seja G um grafo com cinco vértices, A, B,C,D e E, onde A
¢ adjacente aos outros quatro vértices, e as outras arestas sao
BC, CD, DE e EB. Chame de C(V,n) o numero de caminhos
comecando e terminando no vértice V passando por n arestas.
Mostre que C'(A,4) > C(B,4). Mais dificil: Seja A a matriz
de adjacéncia de GG. Mostre que as 25 posigoes de A™ sao no
maximo quatro niimeros diferentes.

. Considere a equacao diferencial

d*u  du
_— _— = 1
com condigoes adicionais u(0) = wu(l) = 0. Discretize essa

equagao, dividindo o intervalo [0,1] em cinco sub-intervalos
iguais, e usando aproximagcoes

d2_u _u(x+h)—2u(r) +u(r —h)
el 02 ’

du, . u(x+h)—u(x—h)
reiCl 2h '

Escreva as equacoes obtidas em forma matricial.

. Uma determinada populacao de coelhos foi dividida por sexo
e faixa etaria: de 0 a l ano,del a2 ,de2a3,de3 a4, ede
mais de 4 anos. Suponha os fatos abaixo.

a.0 percentual de machos da faixa etaria ¢ que morre apds um
ano é w;, e o percentual de féemeas da mesma faixa etaria que
morre ap6s um ano € p;.

b. As fémeas da faixa etdria i geram um percentual o; da faixa
etaria 7 de filhotes, e o nimero de filhotes de cada sexo ¢é igual.

Denote o vetor de populagoes no tempo ¢ por

p(t) = (ml(t)a ce 7m5(t)7f1(t)7 3 '7f5(t))Ta

onde m;(t), f;(t) sdo respectivamente as populagdes de machos
e fémeas da faixa etaria ¢ no tempo t. Determine a equacao
matricial relacionando os vetores p(t + 1) e p(t). Que relacdo
matricial existe entre p(t + 5) e p(t)?
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. Uma populagao de peixes em um determinado lago foi divi-
dida em cinco faixas etarias: 0 a 2 anos, 2 a4,4a6,6a8e
mais de 8 anos. Os peixes sao de dois tipos: pintados e listra-
dos. Apés um ano de pesquisa, colheram-se as informagoes
abaixo.

a. Os peixes na primeira faixa etaria, tanto listrados quanto
pintados, nao se reproduzem. Ja a taxa de mortalidade obser-
vada variou de acordo com o tipo: 20% para os pintados, 24%
para os listrados.

b. Da segunda faixa etaria até a quarta, os peixes apresentam
a mesma taxa de fertilidade, 16% para os pintados, 18% para
os listrados. Peixes de tipos diferentes nao se cruzam.

c. As taxas de mortalidade também sao constantes nas se-
gunda, terceira e quarta faixa etdria: 11% para os pintados,
13% para os listrados.

d. Na ultima faixa etaria, os peixes apresentam uma fertilidade
baixa, 2% para os pintados, 5% para os listrados. A taxa de
mortalidade é a mesma nos dois tipos, 40%.

A populagado inicial de peixes pintados é dada por p(0) =
(p1,p2,P3,p4,05)7 e a dos peixes listrados é [(0) =
(I1,12,13,14,15)T. Suponhamos também que as taxas de fer-
tilidade e mortalidade apresentados acima sao constantes.

Qual é a equacao matricial que fornece as populacoes de
peixes pintados por faixa etaria apds 10 anos? Qual é a equacao
matricial para as populagoes por faixa etaria dos dois tipos de
peixe apos 10 anos? Como se distribuem a longo prazo as pop-
ulacoes por faixa etaria? E possivel estabelecer a longo prazo
uma taxa de crescimento para as duas populacoes? Havera
uma espécie predominante? Qual a dimensao do nicleo de 717
Escreva uma base para esse ntcleo.

. Dados dois vetores linearmente independentes v; e vy em R?,

considere a transformacao linear

(v,v1)
vi— | (v,v2)

(v, v2)
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Qual é a matriz que representa esta transformacgao? Qual é a
dimensao do ntcleo desta transformacao? Ache uma base para
a sua imagem.

. Seja P a projecao sobre o plano de R? gerado pelos vetores
v; = (1,0,1) e vo = (1,0,—1) que leva um vetor ortogonal
a este plano a zero. Calcule os autovetores e autovalores de
P. Ache uma base ortonormal de autovetores de P. Decida
se a matriz que representa P é diagonalizavel ou nao. Exiba
matrizes S e D tais que P = SDS™ 1.

. Considere a matriz

a —b
A= ,
b a
onde a e b sao numeros reais. Calcule os autovalores e autove-
tores de A. Calcule A™, para n inteiro.

. Seja A uma matriz 4 x 4 tal que a dimensao de sua imagem
é 1. O que vocé pode afirmar sobre os autovalores de A? E
sobre os autovetores?

Seja A uma matriz diagonalizavel que tem 5 entre os seus
autovalors, e tal que todos os seus outros autovalores A satis-
fazem |A| < 5. Descreva alguma propriedade interessante da
seqiiéncia v, Av, A%v, ..., A", ..., onde v é um vetor genérico.

. Calcule uma matriz A para a qual

3 1 1
A2=12 4 2
1 1 3
Fa(;a O ImesSmo para
1 2 2
AA=11 2 -1
-1 1 4

. Calcule poténcias arbitrarias (positivas ou negativas) de

A:<}Eﬁ.
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Use estas contas para calcular

d4
@(etsen t — e’cos t) e /(3et sen t + 5e’ cos t ).

Sugestao: veja como a derivada atua em v; = e’ sent e vy =
el cos t .

. Calcule et4 e A™ para

A:(ﬁﬂ _ﬁ/z) A= (1) (2) g

v2/2 V2/2 9 0 2
2 0 11

A=1[0 2 A= 11
9 0 11
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