Uma introducdo aos teoremas ergddicos ndo-comutativos

Matiné EDAI
15 de marco de 2013

Jairo Bochi

Departamento de Matematica, PUC-Rio

Jairo Bochi (PUC-Rio) Teoremas ergédicos ndo-comutativos



OBJETIVOS
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Teorema de Birkhoff

Contexto:

@ (Q, ) = espago de probabilidade.

o T :Q — Q transformagdo ergddica (preservando ).
Dada f : Q — R, definimos as somas de Birkhoff
fo(w) i= F(W) + F(Tw) +--- + F(T" ).

Teorema Ergédico de Birkhoff (1931)

Se f : Q — R é integravel entdo

fo(w)

para pu-q.t.p. w, — jfdp quando n — 0.

Ou seja, as médias “temporais’ de Birkhoff convergem a média “espacial”.
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Teorema Ergddico Subaditivo

Uma sequéncia de fungdes (mensuraveis) f, : 2 — R é chamada
subaditiva se

fatm(w) < fo(w) + fin(T"w)

Exemplo: As médias de Birkhoff de uma fungdo f (neste caso, vale
igualdade).

Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman (1968)

Seja {f,} € sequéncia subaditiva e f;" & integravel entdo

fo(w)

para j-q.t.p. w, — ¢ quando n — oo,

onde

&= infljfnd,u.
non
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Versio n3o-comutativa do Birkhoff?

Voltando ao Birkhoff, queremos substituir f : Q — R por g : Q — G, onde

G é um grupo (ou semigrupo) — em geral, ndo comutativo.

g sera chamado cociclo.

Ha duas possibilidades para os “produtos de Birkhoff":

g(T"w) - g(Tw)g(w)

En(w) :
gn(w) = g(w)g(Tw) - g(T" 'w)

“ldentidades de cociclo":

«—

Enim(w) = Em(an) ’ En(w)
En-‘:—m(w) = En(w) 'Em(an)

Jairo Bochi (PUC-Rio)

Teoremas ergddicos ndo-comutativos

15/03/13

5/ 39



Assintética dos produtos de Birkhoff?

Problema: obter informac3o “assintética” sobre os produtos gn(w), gn(w),
para q.t.p. w.

Evidentemente, o problema n3o estd bem-posto. ..

Vamos colocar mais estrutura:

Em muitos casos, o (semi)grupo G age (digamos, a esquerda) de maneira
natural em algum espaco H “mais simples”. Ou seja, ha uma aplicacdo

GXH—»H
(g,p) — gp

com as propriedades 1p = p, (g182)p = g1(&2p)-

Jairo Bochi (PUC-Rio) Teoremas ergédicos n3o-comutativos 15/03/13 6 /39



Produtos de Birkhoff agindo em um outro espaco

Em vez de tentar descrever a “assintética’ das sequéncias (En(w)) ou

<« - .
(gn(w)) em G, faremos o seguinte: Fixamos um ponto qualquer py € H, e
consideramos as sequéncias em H:

(En(w) 'Po) € (En(w) 'PO) .

Ent&o tentaremos obter informagdo “assintética” (de pelo menos uma)
dessas sequéncias, em termos da estrutura (linear, geométrica, ...) do
espaco H.

Obs.: A 12 sequéncia pode parecer mais natural (pois pode ser vista em
termos de um skew-product). Porém veremos situagdes onde a 22 & mais
natural. ..
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Duas situacdes

Consideraremos duas situa¢ées concretas:

@ Situacdo de Oseledets: G = grupo de matrizes inversiveis d x d,
agindo em H = RY (por transformacdes lineares).

@ Situacio de Karlsson—-Margulis: G = grupo (ou semigrupo) agindo por
isometrias (ou semicontragdes) em certos espagos H.

Na 12 situacdo usaremos produtos do tipo En, enquanto na 2? usaremos E,,.

Veremos ainda como relacionar as duas situa¢des. (A idéia vem de
Kaimanivich 1989).

Obs.: Existem diversos outros “teoremas ergédicos nio-comutativos”,
inclusive alguns resultados bem recentes.
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COCICLOS DE ISOMETRIAS E O DRIFT
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Cociclos de isometrias / semicontracdes
Seja (H,d) um espago métrico.

Suponha que G é grupo (resp. semigrupo) agindo em H por isometrias
(resp. semicontracdes), i.e.,

p.q€H

geG } = d(gp,gq) = (resp. <) d(p,q)

Dadas aplicagdes T : (Q, ) O e g: Q2 — G, temos um cociclo de
isometrias (resp. semicontracdes).

(Na situagdo de Birkhoff, G = R age por isometrias em H = R por
p-g=p+g.)

Estudaremos propriedades assintéticas de sequéncias (En(w)po), onde
po € H.
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Distancia ao ponto de partida
Fixado pg € H e w € Q, seja, paran=0,1,...,

—

gn(w)po = g(w)g(Tw)...g(T" 'w)po,
d(pn(w), po)-

Pn(w)
dn(w)

Entdo a sequéncia (d,) é subaditiva, i.e., dyim < dp+ dmo T".

Em(an)'

Po dm(T"0)

Pm(T"w)
dn(w) < dn(w) (semicontr.)
Pn+m(w)
pn(w)

pry
n
gm(T"w)-
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Drift

Impomos a hipétese de integrabilidade:

fﬂ d(po. po - £(w)) dpu(w) < 0.

Aplicando o Teorema Ergédico Subaditivo de Kingman, obtemos o > 0 tal

que:
d
lim M =« para pu-q.t.p. we Q.

n—o0 n

Esse a € chamado o drift do cociclo de isometrias/semicontra¢des.

Obs.: Tanto a hipétese de integrabilidade como o valor do drift ndo
dependem da escolha do ponto-base py. (Exercicio facil.)

Jairo Bochi (PUC-Rio) Teoremas ergédicos n3o-comutativos 15/03/13 12 / 39



Um exemplo

G = grupo livre em 2
geradores a, b.

|
H = grafo de Cayley de G, ba
com agdisténcia ri/at)L/jraI %P/k
G age (a esquerda) em H por
isometrias
Q=1{a,al b b1}~ \%
u = Bernoulli com pesos 1/4 /74 a” 1
T = shift
m=l .
it do um ni o
aleatorio. . . T
Drift a = 1/2
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ESCOLTA SUBLINEAR
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Teorema de Karlsson e Margulis (1999)

Seja T : (Q, u) O ergddica.

Seja H um espaco métrico uniformemente convexo com curvatura n3o-
positiva no sentido de Busemann.

Considere um cociclo g: Q — G, onde G é o semigrupo de semicontracées
de H. Dado py € H, seja pn(w) := gn(w)po.

Ent&o para q.t.p. w € Q existe uma geodésica ~,, : [0,00) — H de velocidade
« partindo de pg tal que

d(7w(n), pa(w)) = o(n).

Ou seja, a geodésica 7, o
o . " P1 .
escolta sublinearmente” a .

~ . Po L L T T T Yo
sequéncia pp(w): : |

Se a = 0 entdo a “geodésica” ~,(-) é constante igual a po.
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Exemplo

No exemplo acima onde H = arvore e {p,(w)}, = realizagdo de um passeio
aleatério, a geodésica ~,, : [0,00) — H & simplesmente um caminho injetivo
partindo de 1 que percorre & = meia aresta por unidade de tempo.

| S

S| sl
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EXPLICANDO OS CONCEITOS GEOMETRICOS DO ENUNCIADO DO
TEOREMADE K & M
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Curvatura em espacos métricos?

Vamos definir um conceito “sintético” de “curvatura ndo-positiva’ em
certos espacos métricos, sem definir uma curvatura numérica. Esta

definicdo serd mais geral que a situacdo classica de Geometria Diferencial
(p.ex. Riemanniana.).

Situacdo analoga: Convexidade de uma funcdo f : | c R — R.

@ Defini¢cdo sintética: f((1 —t)p + tq) < (1 — t)f(p) + tf(q),
V p,gel, te[0,1].

@ Definicdo analitica: ”(p) >0,V pe /.

Cada ponto de vista tem as suas vantagens.
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Espacos geodésicos

Seja (H, d) espago métrico completo e separavel.

Uma geodésica de velocidade ¢ é uma curva v : / — H (onde / < R é um
intervalo)
d('y(t),'y(s)) :C|t_5|? Vt,sel.

H & chamado espago [unicamente] geodésico se quaisquer dois pontos
distintos podem ser ligados por uma [Gnico] segmento geodésico de
velocidade unitaria.

Exemplo: R? com a distancia da soma (“Manhattan”) é espaco geodésico,
mas ndo é unicamente geodésico.

Obs.: Todo espago unicamente geodésico é contratil, e em particular,
simplesmente conexo.
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Ponto médio

Suponha que H é unicamente geodésico. Entdo dados dois pontos p,
q € H, existe um Gnico ponto médio mp, tal que

1
d(mpq, p) = d(mpq, q) = Ed(P, q)-
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Afastamento de geodésicas

Suponha que H é separavel, completo, e unicamente geodésico.

Dizemos que H tem curvatura ndo-positiva (no sentido de Busemann
global) se para todos p, q, r € H vale:

d(mPCb mpr) < d(qv I’) mpq

N

r
Equivalentemente, dadas duas geodésicas 71, 72 : [0, +o0) — H (ndo
necessariamente unitarias) partindo de um mesmo ponto p, a fungdo

te[0,+m) — %d(’n(t)ﬁz(t))

é nio-decrescente.
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Exemplos de espacos Busemann NPC
1) Uma arvore:

Sl

2) Plano hiperbdlico

Sl

’

Obs.: Supondo que H seja uma variedade Riemanniana completa e
simplesmente conexa, entdo H é Busemann NPC se e somente se a
curvatura seccional é < 0 em todo ponto e em todo plano.
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Convexidade uniforme

Um espaco de Banach é chamado uniformemente convexo se

Ve>035>0tq. Xzzwnzl}:$ <1-9.

Ix =yl =e

En

Ha uma definicdo de convexidade uniforme para espacos métricos
unicamente geodésicos; porém, por ser mais técnica, ndo vamos enuncia-la.

Obs.: Vale essa tal propriedade se H é CAT(0) ou, em particular, variedade
Riemanniana completa simplesmente conexa de curvatura < 0.
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Consequéncia da convexidade uniforme

Se um tridngulo é “fininho”, quer dizer, a desigualdade triangular é quase
uma igualdade, entdo um de seus vértices esta proximo de um lado:

Po

Q>“

pP1
Lema geométrico

Para todo € > 0 podemos associar 6 = d(¢) de modo que lim._,06 = 0 e
vale o seguinte: Suponha pg, p1, g tais que

0< d(PO’ q) + d(p17 q) - d(PO’Pl) < ed(PO’ q)
Seja § o ponto no raio geodésico pop1 tal que d(§, po) = d(g, po). Entdo:

d(g,q) < dd(po, q)
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ESBOCO DA PROVA DO TEOREMA K & M
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Lema de Pliss tradicional
O seguinte resultado é bastante usado em dindmica ndo-uniformemente
hiperbélica:

Lema de Pliss (1972)

Dados B > a > a — ¢, existe § > 0 com as seguintes propriedades:
Dada uma sequéncia finita a(0) = 0, a(1), a(2), ..., a(N) tal que

aj+1)—a(j)<BVYj e

existe £ > ON e existem 0 < ny < nmp < --- < np < N tais que

a(nj) —a(nj — k) = (a —e)k Vi, Yk e[0,n;].
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Lema de Pliss Ergédico

O anico ingrediente “ergédico” da prova de K & M & o seguinte:
Lema de Pliss Ergédico (K & M, 1999)

Seja T : (Q, u) O ergddica.
Seja {a(n, )} nen sequéncia subaditiva tal que

Ja(l, )P <+o0 and a:= inf% a(n,-) > —oo.

Entdo para quase todo w € €2, e para todo € > 0 existem k, = ky(w,€) € N
e uma subsequéncia ny < np < n3 < --- tais que:

a(nj,w) — a(n; — k, Tkw) > (a—€)k Vi, Vk € [ky,ni].

N3o é dificil deduzir o Kingman do LPE.

Obs.: A prova do LPE (que n3o veremos aqui) é complicadinha, mas n&o
usa “nada” (nem o Birkhoff!).

Jairo Bochi (PUC-Rio) Teoremas ergédicos n3o-comutativos 15/03/13 27 / 39



Lema de Pliss Ergédico
Conclusédo do LPE

a(nj,w) —a(nj — k, T"w) = (o — €)k Vi, Yk € [k, ni].

a(l, T"—*w) = a(n; — k, Tkw)

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
>

k*

nj — k* n; {:=ni—k

Exceto na regido de largura k*, o grafico fica abaixo da reta.
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Esboco da prova do Teorema K & M

Fixe pp. Para cada k € N, seja p,(w) = E,,

(w)po, € seja Yu,n: [0,00) = H
geodésica tal que v, »(0) = po € Yw,n(N)

Pn(w).

A geodésica 7y, : [0,00) — H sera 7, (t) = limy_o You,n(t).

Dado t > 0, temos que mostrar que a sequéncia {Vn(t) = Y,.n(t)} & de
Cauchy. Tome n > k » t. Use a curvatura negativa a8 Busemann:

Yk

Po

Yn

Se mostrarmos que H = o(k) entdo h = o(1), como desejado.
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Esboco da prova do Teorema K & M

Consideramos a sequéncia subaditiva a(k,w) := d(pg, pk(w))-

Seja € > 0 pequeno. Pela def. de drift,

k>»1 = (a—ek<alk,w) < (a+e€)k

Pelo Lema de Pliss Ergédico,

n=n>k = a(nw)—a(n—k, Tkw) > (a — €)k.
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Esboco da prova do Teorema K & M
Drift: (o — €)k < a(k,w) < (¢ + €)k
Pliss: a(n,w) —a(n—k, T"w) = (o — €)k
excesso desig. triang.

Considere o triangulo: a(k,w)+ D — a(n,w)

Pr(w) < a(k,w) + a(n — k, TFw) — a(n,w)
a(k,w) y D < (a+ek—(a—e)k
= 2ek
po a(n,w) po(w) 2
Semicontr. = D < a(n — k, T*w) < o—e -a(k,w)
——

E/

O tridngulo é ¢'-fino. Pelo Lema Geométrico (Convexidade Unit.),
H < 6(e")a(k,w) < &'k, & «1.

Como explicado antes, concluimos usando a Curvatura Negativa.
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APLICACAO DO TEOREMA K & M
A COCICLOS DE MATRIZES

ou

K & M = OSELEDETS
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Teorema de Oseledets

Teorema de Oseledets (unilateral), 1968
Seja T : (Q, ) © ergédica.

Seja A : Q — GL(d,R) satisfazendo a condicdo de integrabilidade
log™ [A*H] € L} ().

Entdo para q.t.p. w € Q existe

«—

Ae)s [y ((An<w>)* . Zn<w)>” 2

Observacdes:

® P(w) € Posy := {matrizes simétricas positivo-definidas}.
@ Os log's dos autovalores de P(w) sdo os exponentes de Lyapunov.

@ A bandeira de Oseledets é obtida a partir dos autoespacos de P(w).
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Introduzindo uma acido

Seja Qg o conjunto das formas quadraticas positivo-definidas f : RY — R.
O grupo GL(d,R) age a direita em Qg :

Q4 x GL(d,R) — Q4
(f,L)y—~fol
Existe uma bijecdo 6bvia Qg <> Posy com o conjunto das matrizes d x d
simétricas positivo-definidas.

Conjugando com esta bijecdo, e dualizando, obtemos a seguinte acdo 3
esquerda de GL(d,R) em Posy:

GL(d,R) x Posy — Posy
(L, P) — [L]P := LPL*

Obs.: O estabilizador da matriz Id é o grupo ortogonal O(d).
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Geometrizando a acdo

Escolhemos uma métrica Riemanniana em T\4Posy = Sym, que é
invariante pela agdo de O(d), por exemplo:

(8§, THg :=1tr(ST) ES,Jt,J

Obs.: Também serviria (S, THig = tr(ST) + etr(S)tr(T) (com € ~ 0). Poderia ainda
ser uma métrica Finsler O(d)-invariante (3 muitas opgdes).

Espalhamos a métrica em T\qPosy para todo o fibrado tangente de Posy
usando a agdo. Pela O(d)-invariancia, obtemos uma métrica Riemanniana

bem definida.

Agora GL(d,R) age por isometrias.
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Geometria de Posy
Fatos:

© Posy tem curvatura ndo-positiva;

@ os raios geodésicos partindo da origem sdo da forma t € [0,00) — P!,

Observacdes:

o O fato 2 acima diz que que a exponencial usual de matrizes
exp : Symy — Pos, coincide com a exponencial da geometria
Riemannniana.

@ Os fatos acima valem para qualquer escolha da métrica invariante pela
acao.
Explicagdo (parcial): Apesar dessa escolha n3o ser Gnica, por um
teorema de Nomizu (1956) ha uma Gnica conexdo invariante. A
conex3o determina as curvaturas seccionais e as geodésicas.
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Reinterpretando Oseledets

Oseledets afirma a existéncia do limite

P() = lim (((Anfw))" An(w) )1/2"

n—0o0
~—
(]

Lembre a definicdo da ag¢do [L]P := LPL*. At
[(Zn (w) )*]kj
]Id onde B(w) := (Aw))*

= gn(w)po, onde g(w) == [B(w)] , po:=1Id

isom. de Posy

[]
I I
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Prova do Oseledets

Considere o cociclo de isometrias g = [A*], e pp(w) = gn(w)ld.

Por K & M, para q.t.p. w, 3 geodésica v = ~,, : [0,00) — Posy partindo de
Id que escolta a sequéncia: d(vy(n), pp(w)) = o(n).

Essa geodésica é da forma «(t) = (P(w))?t para algum P(w).
Compare com a geodésica 7,(t) := (p,,(w))t/".

Segue da propriedade de Busemann que
An(1/2) — v(1/2), i.e.,
(Pn(w)?" — P(w).

Logo P(w) é a matriz de
Oseledets.
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OBRIGADO!

Jairo Bochi (PUC-Rio) Teoremas ergédicos ndo-comutativos



