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Resumo
Pereira, Pedro Henrique Milet Pinheiro; Bo
hi, Jairo da Silva.Curvas de Peano e Campos de Direções. Rio de Janeiro, 2011.39p. Dissertação de Mestrado � Departamento de Matemáti
a,Pontifí
ia Universidade Católi
a do Rio de Janeiro.M. Mihalik e A. Wie
zorek perguntaram se é possível en
ontrar uma 
urva

γ : [0, 1] → R
2 de Peano 
om a propriedade adi
ional de que γ([a, b]) éum sub
onjunto 
onvexo do quadrado unitário para todo 0 ≤ a ≤ b ≤

1. Esse problema se mostrou bastante 
omplexo, mas outras perguntassemelhantes puderam ser respondidas. Esta dissertação mostra um pro
essode 
onstrução de uma 
urva de Peano γ : [0, 1] → R
2 tal que os 
onjuntos

Kt = γ([0, t]) são 
ompa
tos 
onvexos 
ujo bordo é C∞ e tangente a um
ampo de direções 
ontínuo (ex
eto em γ(0)). Finalmente, dis
ute-se se emalgum sentido é possível dizer que a 
urva de Peano é tangente ao 
ampode direções.
Palavras�
haveCurvas de Peano. Campos de Direções. Convexidade.



Abstra
t
Pereira, Pedro Henrique Milet Pinheiro; Bo
hi, Jairo da Silva.Peano Curves and Line Fields. Rio de Janeiro, 2011. 39p. Dis-sertação de Mestrado � Departamento de Matemáti
a, Pontifí
iaUniversidade Católi
a do Rio de Janeiro.M. Mihalik e A. Wie
zorek asked if it is possible to �nd a Peano 
urve

γ : [0, 1] → R
2 su
h that γ([a, b]) is a 
onvex subset of the unit squarefor all 0 ≤ a ≤ b ≤ 1. The problem itself seems to be quite 
omplex, butsome similar problems 
ould be solved. This dissertation shows a way of
onstru
ting a Peano 
urve γ : [0, 1] → R

2 su
h that the sets Kt = γ([0, t])are 
onvex, 
ompa
t and their boundaries ∂Kt are C∞ and tangent to a
ontinuous line �eld (ex
ept in γ(0)). Lastly, we dis
uss whether one 
ansay that the Peano 
urve itself is tangent to the line �eld.
KeywordsPeano Curves. Line Fields. Convexity.
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0IntroduçãoGeorg Cantor introduziu em 1878 o 
on
eito de 
ardinalidade. Seusestudos mostraram, em parti
ular, que existe uma bijeção entre o intervalo
[0, 1] e o quadrado [0, 1]2, o que motivou quase que imediatamente a perguntade se essa bijeção poderia de alguma forma ser 
ontínua. No entanto, em 1879,E. Netto mostrou que tal bijeção é ne
essariamente des
ontínua, 
onformerelata Sagan em (S94).Deixando de lado a hipótese da bijetividade, G. Peano 
onstruiu em 1890uma função 
ontínua e sobrejetiva de [0, 1] em [0, 1]2, isto é, uma 
urva quepreen
he o quadrado. Desde então, 
urvas que passam por todos os pontosde uma região bidimensional de interior não-vazio são 
hamadas de 
urvas dePeano.Foi David Hilbert, no entanto, que primeiro des
obriu um pro
edimentogeométri
o que permitia a 
onstrução de toda uma 
lasse de 
urvas de Peano.O pro
edimento de Hilbert é hoje bem 
onhe
ido e se baseia em subdivisõessimultâneas de um quadrado e de um intervalo, bem demonstrado pela �gura1. A �gura aponta as relações entre os subintervalos e os subquadrados no trêsprimeiros passos da 
onstrução de Hilbert. Se um intervalo I é mapeado emum quadrado Q, seus subintervalos, gerados no passo seguinte serão mapeadosnos subquadrados de Q que foram gerados no mesmo passo. Hilbert observouque é sempre possível arranjar os subquadrados de forma que a subintervalosadja
entes 
orrespondam subquadrados 
om uma aresta em 
omum.A seguinte pergunta é atribuída por J. Pa
h e C.A. Rogers em (PR83) aM. Mihalik e A. Wie
zorek do Instytut Podrtaw Informatyki da A
ademiaPolonesa de Ciên
ias, e também é 
itada 
omo problema em aberto por(CFG91, problem A.37).Problema 1 Existe uma 
urva γ : [0, 1] → R

2 de Peano 
om a propriedadeadi
ional de que γ([a, b]) é um sub
onjunto 
onvexo do quadrado, para todo
0 ≤ a ≤ b ≤ 1?Pa
h e Rogers não 
onseguiram solu
ionar o problema, mas 
onstruíramem (PR83) uma 
urva γ de Peano tal que γ([0, b]) é 
onvexo para todo b.
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Figura 1: Esta é uma reprodução da �gura original de Hilbert (Hi91).Independentemente, Andrew Vin
e e David C. Wilson obtiveram em (VW86)o mesmo resultado através de uma 
onstrução um pou
o similar.Vale observar que Pa
h e Rogers também mostraram que uma versãodis
retizada do problema tem resposta positiva: veja (VPR88). No Capítulo 6da tese de doutorado (U06) são estabele
idas diversas propriedades das �
urvasde Peano 
onvexas�, mas não sua existên
ia.O resultado prin
ipal desta dissertação é o seguinte:Teorema 0.1 Existe uma 
urva γ : [0, 1] → R
2 e existe um 
ampo 
ontínuode direções X em R

2 \{(0, 0)} tal que γ é 
urva de Peano, e para todo t > 0, o
onjunto Kt = γ([0, t]) é 
onvexo 
om bordo C∞, tangente ao 
ampo em 
adaponto, e 
om 
urvatura afastada de zero (por uma 
onstante que não dependede t). Além disso, γ(t) ∈ Fr(Kt) ∀t.Isto melhora o resultado de (PR83, VW86). A informação nova maisrelevante é o 
ampo de direções X . Em algum sentido, a 
urva γ pare
eser tangente ao 
ampo X . Tentamos dar sentido pre
iso a esta a�rmaçãoanalisando diversos 
on
eitos de tangên
ia. No entanto, não 
onseguimosen
ontrar um 
on
eito de tangên
ia que fosse satisfeito pela nossa 
urva eque ao mesmo tempo respeitasse alguns 
ritérios bási
os � ver dis
ussão no
apítulo 3.A 
onstrução da 
urva γ é inspirada em (PR83) e (VW86), mas é feitade maneira mais ��exível�. Por exemplo, enquanto Pa
h e Rogers de�nem oobjeto lune 
omo a região entre um ar
o de parábola e uma 
urva que ése

ionalmente ar
o de parábola, a nossa lua é simplesmente a região entreduas funções C∞. Esta maior �exibilidade de fato simpli�
a a 
onstrução epermite ajustes 
onvenientes na 
urva.Vamos relembrar alguns resultados 
lássi
os respeito de 
urvas tangentesa 
ampos de direções. Um teorema do próprio Peano (veja por exemplo (Ho76,



Curvas de Peano e Campos de Direções 10p. 148)) assegura que todo 
ampo 
ontínuo tem 
urvas tangentes. Porém podeexistir mais de uma 
urva tangente ao 
ampo passando por um ponto dado.De fato, existem equações diferen
iais para as quais não vale a uni
idadede soluções: dy/dt = |y|1/2 é um exemplo. Um exemplo bastante natural einteressante de um 
ampo de direções 
ontínuo que não é uni
amente integrávelé des
rito em (B03, p. 12�14). Nestes exemplos, os pontos de �bifur
ação�formam uma 
urva. Já o 
ampo do Teorema 0.1 possui um 
onjunto denso depontos de bifur
ação. Outros exemplos de 
ampos 
om muitas bifur
ações são
onstruídos em (BF04).Por outro lado, podemos dizer que a não-uni
idade é um fen�menopatológi
o: Campos 
ontínuos genéri
os (no sentido do Teorema de Baire) sãouni
amente integráveis: veja (Ho76, p. 151). Além disso, o 
lássi
o Teoremade Cau
hy�Pi
ard garante a uni
idade no 
aso de 
ampos su�
ientementeregulares (Lips
hitz). Isso é usualmente demonstrado utilizando o Teoremade Ponto Fixo para Contrações (veja por exemplo (Ho76, p. 57)). Outrademonstração (que obtém o Teorema de Existên
ia de Peano ao longo do
aminho) é apresentada em (AAN09).Esta dissertação está assim organizada: O Capítulo 1 
ontém a 
ons-trução de 
urvas de Peano e 
ampos de direções 
om todas as propriedadesmen
ionadas no Teorema 0.1, ex
eto a 
onvexidade. No Capítulo 2 usamos es-tes resultados e, tomando 
uidados para garantir a 
onvexidade, demonstramoso Teorema 0.1. No Capítulo 3, exploramos algumas de�nições de tangên
ia deuma 
urva (apenas 
ontínua) a um 
ampo 
ontínuo de direções. Investigamosalgumas propriedades destas de�nições, 
omo por exemplo se uma 
urva dePeano pode ser tangente a um 
ampo.



1O Pro
esso Bási
o de ConstruçãoO objetivo deste 
apítulo é demonstrar a proposição 1.3, além de de�nirobjetos e provar fatos que serão relevantes para a 
onstrução do próximo
apítulo. Primeiro, duas de�nições:De�nição 1.1 Seja α : [0, 1] → R
2 uma 
urva diferen
iável e X : R2 → R

2um 
ampo de direções. α é dita tangente a X em todo ponto se α′(t) ‖ X(α(t))para todo t ∈ [0, 1].Aqui é ne
essário admitir a possibilidade de α′(t) = 0 em um 
onjunto�nito de t′s. Isso permite que nós façamos 
ompleto uso da diferença entre
ampos de direções e 
ampos de vetores, pois a 
urva pode parar e voltar nosentido 
ontrário.De�nição 1.2 (Curva de Peano) Uma 
urva γ : [0, 1] → R
2 é dita 
urvade Peano se γ([0, 1]) tem interior não-vazio.Proposição 1.3 Existe uma 
urva γ : [0, 1] → R

2 e existe um 
ampo 
ontínuode direções X em R
2 tal que tal que γ é 
urva de Peano e γ é limite uniformede 
urvas C∞ γn tangentes ao 
ampo em 
ada ponto.1.1Luas e suas partiçõesDe�nição 1.4 Sejam f, g : [a, b] → R funções C∞ satisfazendo:1. f e g têm 
ontato de ordem in�nita em a e b, isto é, f (i)(a) =

g(i)(a), f (i)(b) = g(i)(b), ∀i ∈ N2. f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ [a, b]A região L = L(f, g) = {(x, y)|x ∈ [a, b], f(x) ≤ y ≤ g(x)} é 
hamadalua.As luas 
om as quais nós trabalharemos serão sempre de�nidas em [0, 1].Mais algumas de�nições são 
onvenientes:
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Figura 1.1: Lua típi
a da 
onstruçãoDe�nição 1.5 Para uma lua L = L(f, g), de�nimos o seu suporte 
omo
SL = {x ∈ [a, b]|f(x) < g(x)}. Além disso, L é dita aberta se SL é umintervalo.É te
ni
amente 
onveniente termos que a lua é de�nida em [0, 1]. No entanto,a maioria das luas 
om as quais nós iremos trabalhar tem intervalos em que
f = g, 
omo ilustra a Figura 1.1. Gostaríamos de pensar que a lua de fato estáde�nida em seu suporte, ideia esta que será 
apturada mais tarde na De�nição1.14.Notação 1 Para uma função C∞ F : [a, b] → R, denotamos

||F ||0 = sup
x∈[a,b]

|F (x)| e ||F ||k = max
(

||F ||0, ||F
′||0, . . . , ||F

(k)||0
)

, k ∈ NPara L = L(f, g), de�nimos ‖L‖k = ‖g − f‖k.Fixemos φ : R → [0, 1] uma função C∞ tal que φ−1(0) =

(−∞, 1/3], φ−1(1) = [2/3,+∞).De�nimos para a < b

φa,b(x) = φ

(

x− a

b− a

)É 
laro que φ0,1 = φ, e φ−1
a,b(0) =

(

−∞, 2a+b
3

]

, φ−1
a,b(1) =

[

a+2b
3
,+∞

). Notetambém que
sup
x∈R

|φ
(k)
a,b(x)| = sup

x∈[a,b]

|φ
(k)
a,b(x)|,



Curvas de Peano e Campos de Direções 13logo podemos de�nir ‖φa,b‖k da maneira usual 
onsiderando φ restrita a [a, b].Nota 1 Como
φ
(k)
a,b(x) =

1

(b− a)k
· φ(k)

(

x− a

b− a

)

,temos que
‖φa,b‖k = max

i≤k

‖φ(i)‖0
(b− a)iDe�nição 1.6 Seja L = L(f, g) uma lua aberta de�nida em [0, 1] 
om suporte

SL = (a, b). De�na h(x) = (1−φa,b(x))g(x)+φa,b(x)f(x). Claramente h é C∞e L1 = L(f, h) e L2 = L(h, g) são luas abertas de�nidas em [0, 1]. L = L1 ∪L2é 
hamada a bipartição de L.Lema 1.7 Podemos observar que as luas L1 e L2 geradas na bipartição de Ltêm mais duas propriedades importantes:1. SL1
=
(

a, a+2b
3

)

, SL2
=
(

2a+b
3
, b
)2. max(‖L1‖k, ‖L2‖k) ≤ 2k‖φa,b‖k‖L‖k, ∀k ∈ N.Prova. O item (1) segue diretamente da 
onstrução.Para o item (2), note que dado k ∈ N,

h(k)(x) = g(k)(x) +

k
∑

i=0

(

k

i

)

φ
(k−i)
a,b (x)(f − g)(i)(x)Portanto

||h(k) − g(k)||0 ≤ 2k||φa,b||k||f − g||ke assim
||L2||k ≤ max

i≤k
(2i||φa,b||i||L||i) = 2k||φa,b||k||L||kDa mesma forma, uma vez que h− f = (1− φa,b)(g − f) temos que

||h(k) − f (k)||0 ≤ 2k||1− φa,b||k||g − f ||kComo ||1− φa,b||k = ||φa,b||k, a prova está 
ompleta.
�De�nição 1.8 Seja L = L(f, g) uma lua aberta de suporte SL, e n ∈ N.Para i = 0, 1, . . . , n de�na hi = (1− i

n

)

f + i
n
g. Então para i = 0, . . . , n − 1,

Li = L(hi, hi+1) é uma lua aberta de suporte SL e
L = L0 ∪ L1 ∪ . . . ∪ Ln−1
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hamado o n-fatiamento de L.Lema 1.9 Dado um n-fatiamento L = L0 ∪ . . . ∪ Ln−1, vale ∀i, ∀k:
‖Li‖k ≤

1

n
‖L‖kProva.Como

|h
(k)
i+1(x)− h

(k)
i (x)| =

1

n
|g(k)(x)− f (k)(x)|,temos

||hi+1 − hi||k ≤
1

n
‖L‖k

�1.2De�nição da família de luasComeçamos 
om uma lua aberta L de�nida em [0, 1] e 
om suporte
SL = (0, 1). Fixe também uma sequên
ia {ǫk}k≥2 somável.� Es
olha n1 su�
ientemente grande para que as luas geradas do n1-fatiamento de L, L = L∗

0 ∪ . . . ∪ L
∗
(n1−1) satisfaçam

‖L∗
i ‖2 <

ǫ2
4‖φ0,1‖2

, i = 0, . . . , n1 − 1� Para 
ada i ∈ {0, . . . , n1 − 1}, seja L∗
i = L(2i) ∪ L(2i+1) a bipartição de

L∗
i .� Se Li = L(fi, gi) e m1 = 2n1 então valem:1.

f0 = f, g(m1−1) = g, f(i+1) = gi2. Pelo Lema 1.7,
||Li||2 < ǫ2, 0 ≤ i ≤ m1 − 1� Agora o passo indutivo. Suponha que nós temos m1, m2, . . . , ml−1 epara 
ada ω = i1i2 . . . il−1 
om 0 ≤ ij ≤ mj − 1 está de�nida a lua

Lω = L(fω, gω), de suporte (a, b). Es
olha nω su�
ientemente grande paraque as luas geradas no nω-fatiamento de Lω, Lω = L∗
ω0 ∪ . . . ∪ L

∗
ω(nω−1)satisfaçam
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1.2(a): Lua 3-fatiada 1.2(b): Depois bipartida

1.2(
): A �gura anterior é 2-fatiada 1.2(d): E mais uma vez bipartidaFigura 1.2: Exemplo mostrando dois passos indutivos (fatiamento seguido debipartição)
‖L∗

ωi‖l+1 <
ǫl+1

2l+1‖φa,b‖l+1
, i = 0, . . . , nω − 1� De�na nl = max{nω : ω = i1i2 . . . il−1, 0 ≤ ij ≤ mj − 1} Claramenteas luas geradas no nl-fatiamento de 
ada Lω 
ontinuam satisfazendo adesigualdade a
ima.� Para 
ada i ∈ {0, . . . , nl − 1}, seja L∗

ωi = Lω(2i) ∪Lω(2i+1) a bipartição de
L∗
ωi.� Se Lωi = L(fωi, gωi) e ml = 2nl então valem:1.

fω0 = fω, gω(ml−1) = gω, fω(i+1) = gωi
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||Lωi||l+1 < ǫl+1, 0 ≤ i ≤ m1 − 1De�nição 1.10 De�nimos

Ω = {ω = i1i2 . . . in|ij ∈ {0, 1, . . . , mj − 1}, j = 1 . . . n},o 
onjunto das palavras �nitas que vão indexar 
ada lua que apare
e na
onstrução, e Ω∗ = {ω = i1 . . . in ∈ Ω|in < mn − 1}.O 
omprimento da palavra ω = i1i2 . . . in é |ω| = n.Além disso, dado ω = i1 . . . in ∈ Ω∗ de�nimos o seu su
essor ω+ ∈ Ω
omo ω+ = i1 . . . in−1(in + 1).Assim, a 
ada palavra �nita ω ∈ Ω asso
iamos a lua Lω de�nida na
onstrução. Além disso, no passo indutivo �
a 
laro que se |ω| = l então
‖Lω‖l+1 < ǫl+1O lema a seguir garante mais uma propriedade da 
onstrução:Lema 1.11 Se f ′′(x), g′′(x) < −α < 0 e SL = (a, b), é possível fazer a
onstrução a
ima mantendo f ′′

ω(x), g
′′
ω(x) < −α, para todo ω = i1 . . . ik ∈ Ω.Prova. Basta mostrar que essa propriedade pode ser mantida no primeiro passo,uma vez que todos os outros passos são divisões idênti
as das luas menores.De L = L(f, g) obtemos uma n1-partição L∗

i = L(hi, hi+1) 
om ||L∗
i ||2 <

δ arbitrariamente pequeno (nos passos seguintes essa a�rmação permane
everdade, uma vez que ‖.‖2 ≤ ‖.‖k). Além disso, pela 
onstrução é fá
il ver que
h′′i (x) < −α (hi é 
ombinação 
onvexa de f e g)Em seguida 
ada L∗

i é bipartida em L2i e L2i+1, 
om
‖L2i‖2, ‖L2i+1‖2 ≤ 4‖φa,b‖2‖L

∗
i ‖2 < 4δ‖φa,b‖2,portanto mantendo a notação Li = L(fi, gi):

‖g′′i − f ′′
i ‖0 ≤ ‖Li‖2 < 4δ‖φa,b‖2Como um dos dois, f ′′

i ou g′′i , é igual a um dos h′′j < −α, segue que épossível fazer δ su�
ientemente pequeno para que o outro permaneça menorque −α. �
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Figura 1.3: Ilustração da 
onstrução de K1.3Construção do 
onjunto de Cantor KVamos agora 
onstruir um 
onjunto de Cantor K asso
iado ao 
onjunto

Ω: De�niremos famílias de intervalos {Jω}ω∈Ω, {Gω}ω∈Ω∗ tais que Jω, Gω ⊂

[0, 1], sendo os Jω's fe
hados e os Gω's abertos. A de�nição é por indução em
|ω|:� Os intervalos J0, G0, J1, G1, . . . , Jm1−2, Gm1−2, Jm1−1 têm o mesmo 
om-primento, são disjuntos, se su
edem na ordem a
ima, e sua união é ointervalo [0, 1].� Para 
ada palavra ω ∈ Ω 
om 
omprimento n − 1 ≥ 1, os intervalos

Jω0, Gω0, Jω1, Gω1, . . . , Gω(mn−2), Jω(mn−1) têm o mesmo 
omprimento, sãodisjuntos, ordenados 
omo a
ima, e sua união é o intervalo Jω.Seja
K =

⋂

n∈N

⋃

ω∈Ω;|ω|=n

JωEntão K é um 
onjunto de Cantor, e [0, 1]\K =
⋃

ω∈Ω∗ Gω.Queremos pensar nos Gω 
omo �gaps�, 
omo ilustra a Figura 1.3. Osentido prin
ipal da 
onstrução deste 
onjunto de Cantor é o seguinte: a 
urvaque vamos 
onstruir vai per
orrer, no intervalo Jω, toda a lua essen
ial de
Lω (ver De�nição 1.14). No entanto, quase sempre o ponto �nal de uma luaessen
ial não é o ponto ini
ial da seguinte, logo usamos o intervalo Gω paraandar do �nal de uma lua para o iní
io da próxima.1.4De�nição da família de funções-tetoFixado t ∈ K existe uma úni
a palavra in�nita i1i2 . . . tal que t ∈

Ji1...in , ∀n ≥ 1. Seja ωn = i1 . . . in. Queremos de�nir
Ft = lim

n→∞
fωn

= lim
n→∞

gωn
.
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onvergên
ias e igualdades a
ima. Por 
ons-trução,
‖gωn

− fωn
‖n+1 = ‖Lωn

‖n+1 < ǫn+1Estamos na etapa n da divisão, e queremos olhar para a etapa seguinte.A lua Lωn
é dividida em Lωn0, . . . , Lωn(mn+1−1), sendo que Lωn(2i) ∪ Lωn(2i+1) éuma lua do fatiamento. Note também que fωn

= fωn0. Logo
‖fωn+1

− fωn
‖n+1 = ‖fωnin+1

− fωn0‖n+1� Se in+1 é par, então fωnin+1
veio do fatiamento, portanto é uma 
ombina-ção 
onvexa de fωn

e gωn
e assim ‖fωnin+1

− fωn0‖n+1 ≤ ‖Lωn
‖n+1 < ǫn+1� Se é ímpar,

‖fωnin+1
− fωn0‖n+1 ≤ ‖fωnin+1

− fωn(in+1−1)‖n+1 + ‖fωn(in+1−1) − fωn0‖n+1

< ‖Lωn(in+1−1)‖n+1 + ǫn+1

≤ ‖Lωn(in+1−1)‖n+2 + ǫn+1

< ǫn+2 + ǫn+1Em qualquer 
aso, ‖fωn+1
− fωn

‖n+1 < ǫn+2 + ǫn+1.Mais geralmente, se m > n temos que
‖fωm

− fωn
‖n+1 ≤

m−1
∑

j=n

‖fωj+1
− fωj

‖n+1

≤
m−1
∑

j=n

‖fωj+1
− fωj

‖j+1 < 2
m
∑

j=n

ǫj+1Em parti
ular, dado k qualquer e lembrando que k ≤ N ⇒ ‖.‖k ≤ ‖.‖N , temosque
‖fωm

− fωn
‖k < 2

∞
∑

j=n

ǫj+1, ∀n ≥ k (1-1)Como ǫj é sequên
ia somável, fωn
e gωn

são sequên
ias de Cau
hy em Ck.Portanto existe lim fωn
= lim gωn

=: Ft, que é C∞ (já que é Ck para todo k)e satisfaz lim f
(k)
ωn = lim g

(k)
ωn = F

(k)
t . Note ainda que t ≤ s ⇒ Ft ≤ Fs (de
orredo fato de que fω+ = gω, logo fω e gω 
res
em � lexi
ogra�
amente � em ω).Lema 1.12 Para 
ada k, a apli
ação t ∈ K 7→ Ft ∈ Ck é 
ontínua.
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olha n > k tal que
4

∞
∑

j=n

ǫn+1 < ε.Se δn é o tamanho de Jω para |ω| = n, temos que s, t ∈ K e |s− t| < δnimpli
am que s, t ∈ Jω, para algum ω de tamanho n. Portanto, Fs e Ft sãolimites de sequên
ias 
ujo termo de �tamanho� n é fω. Fazendo m → ∞ naequação (1-1), temos que
‖Fs − fω‖k ≤ 2

∞
∑

j=n

ǫj+1, ‖Ft − fω‖k ≤ 2

∞
∑

j=n

ǫj+1.Assim,
|s− t| < δn ⇒ ‖Fs − Ft‖k ≤ ‖Fs − fω‖k + ‖fω − Ft‖k

≤ 4

∞
∑

j=n

ǫj+1 < ε,
ompletando a prova.
�Vamos agora estender essa função para todo o intervalo [0, 1]. De fato,basta estender para 
ada Gω = (β, α), em que α, β ∈ K.

Fβ = lim
n→∞

fω(mk−1)...(mn−1), em que k − 1 = |ω|Como
lim
n→∞

fω(mk−1)...(mn−1) = lim
n→∞

gω(mk−1)...(mn−1) = lim
n→∞

fω+0...0 = Fα,temos Fβ = Fα e podemos de�nir Ft = Fβ para todo t ∈ Gω.A extensão é 
laramente 
ontínua: para t /∈ K, a função é 
onstantenuma vizinhança de t; para t ∈ K, �xo ε > 0 basta tomar o mesmo δ = δn doLema 1.12, já que em um intervalo qualquer não se 
riam novas imagens (por
onstrução).1.5De�nição do 
ampo de direçõesPara x ∈ [0, 1], f(x) ≤ y ≤ g(x) seja t tal que Ft(x) = y. De�na
ψ(x, y) = F ′

t (x).



Curvas de Peano e Campos de Direções 20Lema 1.13 ψ(x, y) é uma função bem de�nida e 
ontínua em L = {(x, y)|x ∈

[0, 1], f(x) ≤ y ≤ g(x)}.Prova. Para ver que é bem de�nida, sejam (x, y) ∈ L e t1 ≤ t2 tais que
y = Ft1(x) = Ft2(x). Como Ft2 − Ft1 ≥ 0, segue que x é um mínimo lo
al de
Ft2 − Ft1 e portanto F ′

t2
(x) = F ′

t1
(x).Para a 
ontinuidade, suponha que (xn, yn) → (x, y), todos em A. Emparti
ular yn = Ftn(xn) → y = Ft(x).Passemos a uma subsequên
ia 
onvergente de {tn}, t∗n → t∗. Pelo lema1.12, s 7→ Fs é 
ontínua em Ck, logo Ft∗n → Ft∗ , F

′
t∗n → F ′

t∗ . Assim,
|Ft∗n(xn)− Ft∗(x)| ≤ |Ft∗n(xn)− Ft∗(xn)|+ |Ft∗(xn)− Ft∗(x)| → 0,logo Ft∗n(xn) → Ft∗(x), e 
omo yn → y vale Ft(x) = Ft∗(x) Como ψ é bemde�nida vale também F ′

t∗(x) = F ′
t (x), portanto um argumento similar mostraque F ′

t∗n(xn) → F ′
t (x).Se F ′

tn(xn) 6→ F ′
t (x), então existe uma subsequên
ia {t∗n} de {tn} talque |F ′

t∗n(xn) − F ′
t (x)| ≥ ε > 0. Passando a uma subsequên
ia 
onvergentede t∗n (que em parti
ular é subsequên
ia 
onvergente de tn), isso 
ontradiz oresultado obtido no parágrafo anterior.Portanto F ′

tn(xn) → F ′
t (x), ie, ψ(xn, yn) → ψ(x, y). �1.6De�nição da sequên
ia de 
urvasA idéia agora é 
onseguir uma sequên
ia de 
urvas γn em R

2 tangentesao 
ampo de direções 
ontínuo (1, ψ(x, y)), e que 
onvergem a uma 
urva dePeano γ.Para isso, voltamos à divisão da lua. Uma vez que, para 
ada n �xadovale
⋃

|ω|=n

Lω = L,podemos pensar nessas Lω 
omo estando num mesmo desenho de L 
om�
ortes adi
ionais� (
ada n ganha seu próprio desenho, e γn vai ser uma
urva nesse desenho). A imagem de γn está 
ontida em ⋃

|ω|=n Fr(Lω), e �
aprogressivamente mais densa em L.Para fa
ilitar a 
onstrução, es
revemos SLω
= (a(ω), b(ω)). Assim, noeixo-x da Figura 1.4 há quatro pontos importantes:

a = a(0) = a(2) = a(4), b = b(1) = b(3) = b(5),
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PSfrag repla
ements
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Figura 1.4: Ilustração esquemáti
a da 
urva γ1.
a(1) = a(3) = a(5) =

2a+ b

3
, b(0) = b(2) = b(4) =

a+ 2b

3
,e de fato isso é um 
aso geral (novos pontos de suporte só são gerados nabipartição, então esse vai ser o esquema sempre que uma lua Lω for fatiada eem seguida bipartida).Para a 
onstrução da 
urva, pre
isaremos de uma função auxiliar. Dadoum intervalo fe
hado I ⊂ R e a 6= b seja ψI(·, a, b) : I → R monótona, C∞ talque se I = [α, β]:1. ψI(·, a, b) tem derivada de todas as ordens igual a 0 em α e β.2. ψI(α, a, b) = a, ψI(β, a, b) = b.Além disso, dada uma função qualquer h : I → R de�nimos ĥ : I → R

2 :

t→ (t, h(t)).De�nimos para i = 0, . . . , m1 − 1 :

γ1(t) =

{

f̂i (ψJi(t, a(i), b(i))) , t ∈ Ji

ĝi (ψGi
(t, b(i), a(i+ 1))) , t ∈ Gi, i < m1 − 1A expressão a
ima per
orre a lua na maneira indi
ada pela Figura 1.4.



Curvas de Peano e Campos de Direções 22E indutivamente, dada γn−1 
onstruímos γn fazendo γn = γn−1 em
⋃

ω∈Ω∗,|ω|<nGω e de�nindo para 
ada ω de 
omprimento n:
γn(t) =

{

f̂ω
(

ψJω ,a(ω),b(ω)(t)
)

, t ∈ Jω

ĝω
(

ψGω ,b(ω),a(ω+)(t)
)

, t ∈ Gω, ω ∈ Ω∗Para t /∈ K, é 
laro que γn(t) → γ(t), já que �
a 
onstante a partir deum 
erto ponto. Para t ∈ K, vamos pre
isar de um lema.De�nição 1.14 Seja L = L(f, g) uma lua aberta. A lua essen
ial de L é
Less = int(L), o fe
ho do interior de L. Alternativamente, podemos usar anotação Less(f, g) para indi
ar a lua essen
ial da lua formada por f e g.Lema 1.15 Seja L = L(f, g) uma lua aberta 
om suporte SL = (a, b), |SL| =

b− a. Então o diâmetro D de Less satisfaz D2 ≤ |SL|
2 + (‖L‖0 + |SL| · ‖f‖1)

2.Prova. Sejam (x1, y1), (x2, y2) ∈ Less, e suponha y1 ≤ y2. Então a ≤ x2 ≤ b e
f(x1) ≤ y1 ≤ y2 ≤ g(x2) Assim,

dist((x1, y1), (x2, y2))
2 = (x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2

≤ (b− a)2 + (g(x2)− f(x1))
2

≤ |SL|
2 + (g(x2)− f(x2) + f(x2)− f(x1))

2

≤ |SL|
2 +

(

‖L‖0 +

∫ b

a

|f ′(t)|dt

)2

≤ |SL|
2 + (‖L‖0 + |SL| · ‖f‖1)

2

�Dado t ∈ K, seja ωn = i1 . . . in a sequên
ia de palavras satisfazendo
t ∈ Jωn

∀n, wn+1 = wnin+1. Por 
onstrução, γn(t) ∈ Less
ωn
, 
ujo diâmetro Dωnsatisfaz

(Dωn
)2 ≤ |SLωn

|2 + (‖Lωn
‖0 + |SLωn

| · ‖fω‖1)
2Como t 7→ Ft ∈ C1 é 
ontínua, supt ‖Ft‖1 =M <∞ e portanto

(Dωn
)2 ≤

(

2

3

)2n

+

(

ǫn+1 +M

(

2

3

)n)2

→ 0.Logo γn(t) ∈ Less
ωn

é sequên
ia em 
ompa
to 
om diâmetros tendendo azero, logo 
onverge ao úni
o ponto γ(t) ∈ ⋂n∈N L
ess
ωn
.
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om a argumentação a
ima �
a fá
il ver que a 
onvergên
ia éuniforme: seja ε > 0 e n tal que
(

2

3

)2n

+

(

ǫn+1 +M

(

2

3

)n)2

< ε2Se t ∈ ⋃ω∈Ω∗,|ω|≤nGω, então γm(t) = γ(t) para todo m ≥ n.Se t ∈ Jω para algum ω 
om |ω| = n, temos que γm(t), γ(t) ∈ Less
ω paratodo m ≥ n, então

dist(γm(t), γ(t)) ≤ Dω ≤

√

(

2

3

)2n

+

(

ǫn+1 +M

(

2

3

)n)2

< ε,portanto a 
onvergên
ia é uniforme.Note também que γ = lim γn satisfaz γ([0, 1]) = L. Isso prova aProposição 1.3.Lema 1.16 Vale γ([0, t]) = Less(f, Ft), ∀t ∈ [0, 1].Prova. Primeiramente observamos que γ(Jω) = Less
ω . De fato γ(Jω) ⊆ Less

ω por
onstrução; para a outra direção 
onsidere (x, y) ∈ Less
ω e uma sequên
ia Less

ωntal que (x, y) ∈ Less
ωn
, |ωn| = n (
laro que essa sequên
ia existe, pois a união dasluas essen
iais da divisão seguinte é a própria lua essen
ial que foi dividida).Considere os intervalos Jωn

rela
ionados às luas Less
ωn
. São intervalos fe
hadosen
aixados 
om 
omprimento 
onvergindo a zero, logo ⋂n∈N Jωn

= {s}, paraalgum s ∈ K. Assim,
γ(s) ⊆ γ

(

⋂

n∈N

Jωn

)

⊆
⋂

n∈N

Less
ωn

= {(x, y)},e γ(s) = (x, y).Agora mostremos que o lema vale para t da forma t = βω, em que
Jω = [αω, βω]. Para isso, seja ≤ a �ordem lexi
ográ�
a� em Ω. Assim, valepara t da forma a
ima a igualdade

Less(f, Ft) =
⋃

w∗≤ω;|ω∗|=|ω|

Less
ω∗ , (1-2)notando ainda que Ft = Fβω

= gω. Para ver a igualdade basta observar queos 
onjuntos {(x, y) : f(x) < Ft(x) = gω(x), y ∈ [f(x), Ft(x)]} e {(x, y) : aomenos uma das desigualdades f00...0(x) ≤ f00...1(x) ≤ . . . ≤ fω(x) ≤ gω(x) éestrita e y ∈ [fω∗(x), gω∗(x)], intervalo não-degenerado} são iguais. Passandoaos fe
hos dos 
onjuntos a
ima, temos a igualdade 1-2.
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ima prova que Less(f, Ft) ⊆

γ([0, t]). Para a outra direção, se ω∗ < ω vemos na 
onstrução explí
ita que
γ(Gω∗) anda por ĝω∗ (e gω∗ ≤ gω) e que se iguala a f̂ em no máximo um ponto.Portanto γ(Gω∗) ⊂ Less(f, Ft) e vale o lema para t = βω.Para t /∈ K, seja t∗ = max{s ∈ K : s < t} = βω. Então t ∈ Gω e
Ft = Ft∗. Já vimos que γ([0, t∗]) = Less(f, Ft∗) = Less(f, Ft). Já γ((t∗, t]) ⊂

γ(Gω) ⊂ Less(f, Ft), pelo mesmo argumento do parágrafo anterior.Finalmente, dado t ∈ K, existem βωn
ց t. Sabemos que vale γ([0, βωn

] =

Less(f, Fβωn
), e por 
ontinuidade temos que

⋂

n∈N

γ([0, βωn
] = γ([0, t]).Falta mostrar que ⋂n∈N L

ess(f, Fβωn
) =

⋂

n∈N L
ess(f, gωn

) = Less(f, Ft).Note que o 
omprimento do intervalo em que gωn
6= Ft é menor que

|SLωn
| ≤ (2/3)n. Se (x, y) ∈

⋂

n∈N L
ess(f, gωn

), então existem (xn, yn) tais que
f(xn) < gωn

(xn), f(xn) ≤ yn ≤ gωn
(xn) e (xn, yn) → (x, y).Se Ft(x) > f(x), temos que (x, y) ∈ Less(f, Ft). Caso Ft(x) = f(x) entãopara 
ada ǫ existe xǫ ∈ (x − ǫ, x + ǫ) tal que para n su�
ientemente grande

gωn
(xǫ) = Ft(xǫ) > f(xǫ). Es
olhendo yǫ = f(xǫ) (por exemplo), obtemos que

(x, y) é limite de pontos de Less(f, Ft), o que prova que ⋂n∈N L
ess(f, gωn

) ⊆

Less(f, Ft).Para a outra direção, o 
onjunto {(x, y) : f(x) < Ft(x), f(x) ≤ y ≤

Ft(x)} está 
ontido em {(x, y) : f(x) < gωn
(x), f(x) ≤ y ≤ gωn

(x)} para todo
n, pois gωn

≥ Ft. Passando aos fe
hos, a prova está 
on
luída.
�



2Adi
ionando as Propriedades de ConvexidadeNeste 
apítulo nós vamos re�nar o pro
esso do 
apítulo anterior paraobter a propriedade da 
onvexidade 
itada na introdução.Fixemos 0 < λ < 1 (λ deve ser próximo de 1, 
omo será visto maisadiante).Fixemos ψ : R → R 
res
ente e C∞ tal que ψ−1(−1) = (−∞, 0] e
ψ−1(1) = [1,+∞). Considere a 
urva des
rita em 
oordenadas polares por

r = f(θ) =
1 + λ

2
+

1− λ

2
ψ(cos(3θ))Lema 2.1 Se λ é su�
ientemente próximo de 1 então a 
urvatura da 
urva

r = f(θ) será afastada de zero.Prova. A fórmula da 
urvatura em 
oordenadas polares é
K =

|r2 + 2(r′)2 − rr′′|

(r2 + (r′)2)3/2
.Note que K não se anula se r′′ < r. Como

r′′(θ) = 9
1− λ

2

(

ψ′′(cos(3θ)) sin2(3θ)− ψ′(cos(3θ)) sin(3θ) cos(3θ)
)

,

|r′′| < 9(1− λ)‖ψ‖2 = C(1− λ). Assim, visto que r ≥ λ é su�
iente que
C(1− λ) < λ⇔ 1 < (1 + C−1)λ

⇔ λ >
1

1 + C−1

�É fá
il ver que os traços das 
urvas r = f(θ), r = 1 e r = λ (θ ∈ R)formam seis luas �rota
ionadas�. A Figura 2.1 mostra esta situação1 entre os1Na verdade, a Figura 2.1 é esquemáti
a. Os plots 
om λ su�
ientemente grandes tornamas 
urvas próximas demais, e a �gura deixa de ser es
lare
edora.
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Figura 2.1: Figura esquemáti
a mostrando os grá�
os das três 
urvas r = 1, r =
λ, r = f(θ)dis
os de raio 1 e λ. De fato, os outros 
asos são exatamente a mesma �gurareduzida por um fator λn.Naturalmente, em 
ada uma dessas luas podemos usar o pro
esso do
apítulo anterior, a menos de uma rotação, para obter a 
urva γi e o 
ampo
Xi que, satisfazem o enun
iado da Proposição 1.3 na lua Li, para 
ada
i = 0, 1, . . . , 5. Queremos de�nir uma 
urva γ e um 
ampo X na 
oroa 
ir
ular
{r ≤ 1} \ {r ≤ λ}.O 
ampo X é de�nido simplesmente 
omo X|Li

= Xi. Essa de�nição
ertamente gera um 
ampo 
ontínuo, pois os 
ampos Xi são tangentes às luas,que 
oin
idem C∞ nas suas fronteiras.A tentativa de �juntar� as 
urvas uma após a outra fun
iona bem, porqueem quase todos os 
asos γi termina exatamente onde γi+1 
omeça. A úni
asituação que exige atenção é a passagem da última lua interior, 2, para aprimeira exterior, 3, em que se faz ne
essário que a 
urva volte pela lua 2 até
hegar no iní
io da 3.De�nimos primeiro as funções auxiliares hi(t) = 8·
t−(λ+ i

8
(1−λ))

(1−λ)
, i = 0 . . . 7
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3

(assumindo que, exatamente 
omo no desenho,a lua 2 termina em θ = π). Também vale a pena de�nir os intervalos
Ji =

[

λ+ i
8
(1− λ), λ+ i+1

8
(1− λ)

]

, i = 0 . . . 7. Note que hi leva Ji em [0, 1],enquanto Θ leva [0, 1] em [

π, 4π
3

].Seja então γ : [λ, 1] → R
2 :

γ(t) =























γi (hi(t)) , 0 ≤ i ≤ 2 e t ∈ Ji

(f (Θ (h3(t))) ,Θ (h3(t))), t ∈ J3

γi (hi+1(t)) , 2 < i ≤ 5 e t ∈ Ji+1

(1,Θ (1− h7(t))), t ∈ J7Note que a segunda e a quarta linhas estão em 
oordenadas polares. A quartalinha per
orre o 
ír
ulo maior de 4π/3 (�nal da lua L5) a π (iní
io da lua L0).Com isso, nós obtivemos uma 
urva que preen
he a 
oroa 
ir
ular.Pre
isamos agora ver que Kt := γ([λ, t]) ∪ {r ≤ λ} é 
onvexo para todo
t ∈ [λ, 1]. Por (C05, p.480, obs. 4), basta ver que a fronteira de Kt é uma 
urva
onvexa. Além disso, por (C05, p.478, Prop. 1), basta ver que a 
urvatura de
Fr(Kt) não muda de sinal.Se t ∈ J0, γ([λ, t]) = γ0([0, h0(t)] ⊂ L0 e pelo Lema 1.16, 
oin
ide 
om
Less(f(0), Fh0(t)), em que f(0) é a menor função que forma L0. Assim, a fronteirade Kt é o traço de Fh0(t) em L0 e um segmento de 
ír
ulo de raio λ em L1 e L2.Como tanto o 
ír
ulo quanto Fh0(t) têm 
urvatura afastada de zero (ver Lemas1.11 e 2.1), segue que Kt é um 
onjunto 
onvexo.Da mesma forma, se t ∈ J1, temos que γ[λ, t] = Less

0 ∪ γ1([0, h1(t)]) e porum argumento 
ompletamente análogo, Kt é 
onvexo. Mesmo vale para t ∈ J2e também t ∈ J3, já que γ(J3) ⊂ γ(J0 ∪ J1 ∪ J2).Se t ∈ J4, γ([λ, t]) = Less
0 ∪Less

1 ∪Less
2 ∪γ3([0, h4(t)]). Nesse 
aso a fronteirade Kt é o traço de Fh4(t) em L3 e um segmento da 
urva r = f0(θ). Como a
urva r = f(θ) tem 
urvatura afastada de zero, mais uma vez segue que Kté 
onvexo. Para J5 e J6 é 
ompletamente análogo, e γ(J7) ⊂ γ

(
⋃

0≤i≤6 Ji
)portanto obtivemos que γ tem a propriedade desejada.Passemos então à 
oroa entre os 
ír
ulos de raio λ e λ2. Em [λ2, λ] de�na

γ(t) = λγ(t/λ). Note que esta 
ontração não diminui a 
urvatura da fronteirade Kt. Além disso, γ(λ) 
oin
ide 
om a de�nição anterior (graças à �
orreção�que é feita em J7), logo de�nimos uma 
urva 
ontínua satisfazendo, para todo
t ∈ [λ2, 1], que Kt = γ([λ2, t]) ∪ {r ≤ λ2} é um 
onjunto 
onvexo.Da mesma forma, podemos de�nir γ em [λn+1, λn] fazendo γ(t) =

λnγ(t/λn) mantendo a propriedade de que Kt = γ([λn+1, t]) ∪ {r ≤ λn+1} é
onvexo. Fazendo γ(0) = (0, 0), temos que γ é uma 
urva 
ontínua que satisfaz
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iado do Teorema 0.1, o que 
on
lui sua prova.



3Dis
ussões sobre Tangên
iaSurge, nesse ponto, uma pergunta natural: será que em algum sentidoa 
urva γ pode ser dita tangente ao 
ampo X? Existiria uma de�niçãosatisfatória do 
on
eito de tangên
ia que torna isso possível?Mais pre
isamente, gostaríamos de en
ontrar um 
on
eito de tangên
iade uma 
urva 
ontínua a um 
ampo 
ontínuo de direções 
om as seguintespropriedades:1. O 
on
eito deve ser �natural�; em parti
ular, deve 
oin
idir 
om o 
on
eitousual para 
urvas diferen
iáveis.2. O 
on
eito deve ser satisfeito no 
aso da nossa 
urva, ou pelo menos node uma 
urva 
om propriedades análogas.3. Suponha que um 
ampo X é uni
amente integrável no sentido usual,isto é, para todo p existe uma úni
a (módulo reparametrizações) 
urva
αp diferen
iável 
om velo
idade não-nula tangente a X passando por
p. Então o 
ampo deve permane
er uni
amente integrável 
om a novade�nição, isto é, �xo p, qualquer 
urva tangente (no novo 
on
eito) a Xpassando por p tem seu traço 
ontido no traço de αp.Analisamos abaixo quatro 
on
eitos �naturais�. Porém, 
ada um delesfalha ou no item 2 (forte demais) ou no item 3 (fra
o demais).3.1A razão entre altura e larguraPrimeiramente, dada uma 
urva γ no plano e um 
ampo de direções
ontínuo X , de�na

hX(t, s) =
|
〈

γ(s)− γ(t), X⊥(γ(t))
〉

|

‖X⊥(γ(t))‖2
.Uma primeira ideia de �tangên
ia� poderia ser tentar a seguinte de�nição:
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Figura 3.1: Os dois primeiros passos da 
onstrução da 
urva na prova daProposição 3.2, 
om n1 = 4 e n2 = 6. São mostradas γ1 e γ2.De�nição 3.1 Uma 
urva γ é dita R-tangente a um 
ampo de direções X separa todo t,
lim
δ→0

MX(t, δ)

MX⊥(t, δ)
= 0,em que MX(t, δ) = sup{hX(t, s); |s− t| < δ}.No entanto, esse 
on
eito se mostrou fra
o demais, pois veri�
amos quepodíamos ter 
urvas de Peano R-tangentes a um 
ampo horizontal.Proposição 3.2 Existe uma 
urva de Peano de�nida no quadrado unitárioque é R-tangente a X = (1, 0).Prova. Seja n1 < n2 < . . . < nk < . . . uma sequên
ia estritamente 
res
ente denúmeros pares. Considere o pro
edimento usual de Hilbert para en
ontrar uma
urva de Peano; mas em vez de dividirmos o quadrado em quatro quadradosmenores, vamos dividi-lo em 2n1 retângulos de tamanho 1/n1 × 1/2 traçandouma reta verti
al e n1 retas horizontais. A 
ada passo dividimos 
ada um dosretângulos em 2nk retângulos menores, 
omo mostra a �gura 3.1.Depois, 
onstruímos uma sequên
ia γ1, γ2, . . . tal que 
ada γk per
orre osretângulos de ordem k, respeitando a ordem que γk−1 per
orre os retângulosde ordem k − 1; veja novamente a �gura 3.1.Esta sequên
ia 
onverge a uma 
urva de Peano γ tal que

γ
(

[ i
2kn1...nk

, i+1
2kn1...nk

]
) é o i-ésimo retângulo da k-ésima divisão.Vamos mostrar que essa 
urva γ é R-tangente ao 
ampo horizontal

X = (1, 0). Fixe t ∈ [0, 1]. Para 
ada δ > 0 existe k tal que 1
2kn1...nk

< δ ≤
1

2k−1n1...nk−1
. Tome i tal que t ∈ [ i

2kn1...nk
, i+1
2kn1...nk

]. Note que existe s neste



Curvas de Peano e Campos de Direções 31mesmo intervalo tal que
hX⊥(t, s) ≥

1

2k+1
.Como (t−δ, t+δ) ⊃ [ i

2kn1...nk
, i+1
2kn1...nk

], 
on
luímos queMX⊥(t, δ) ≥ 1
2k+1 . Alémdisso MX(t, δ) ≤

1
n1...nk−1

. Dessa forma,
MX(t, δ)

MX⊥(t, δ)
≤

2k+1

n1 . . . nk−1
,que tende a 0 quando k → ∞, isto é, quando δ → 0.

�É possível mostrar que a 
urva γ do Teorema 0.1 é R-tangente ao 
ampo
X do mesmo teorema.3.2Uma espé
ie de derivada dire
ional da alturaOutra idéia foi pensar numa espé
ie de derivada dire
ional da 
omponentealtura, de�nida 
omo no item anterior:De�nição 3.3 Uma 
urva γ é dita D-tangente a um 
ampo 
ontínuo X separa todo t

lim
s→t

hX(t, s)

s− t
= 0Ou seja, a derivada dire
ional na 
omponente altura é zero em todo ponto.A boa notí
ia é que a �fraqueza� do item anterior não a
onte
e mais:Proposição 3.4 Se γ é D-tangente a X = (1, 0) então γ é horizontal e, emparti
ular, não é 
urva de Peano.Prova. Se γ(t) = (x(t), y(t)) então hX(t, s) = y(s)− y(t), de modo que

lim
s→t

hX(t, s)

s− t
= y′(t).Assim, y′ ≡ 0, o que impli
a que y ≡ 
onstante.

�No entanto, o 
on
eito se mostrou forte demais, pois se γ é D-tangentea um 
ampo 
ontínuo, então γ([0, 1]) tem área zero, e em parti
ular não podeser 
urva de Peano.Proposição 3.5 Se γ é D-tangente a um 
ampo 
ontínuo X, então γ([0, 1])tem área zero.
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ada t, existe intervalo It 
ontendo t tal que
s ∈ It \ {t} ⇒

∣

∣

∣

∣

hX(t, s)

s− t

∣

∣

∣

∣

< ǫAlém disso, It pode ser es
olhido su�
ientemente pequeno para que hX⊥(t, s) ≤

1 para todo s ∈ It (
ontinuidade de γ).Portanto γ(It) está 
ontido num retângulo de altura ǫ|It| e largura 1 (
omos lados na direção de X(γ(t)) e X⊥(γ(t))), de modo que área(γ(It)) ≤ ǫ|It|.Naturalmente a união dos It's 
obre [0, 1], então 
onsidere uma sub
ober-tura �nita It1 , . . . , Itk de modo que nenhum ponto em [0, 1] pertença a mais dedois intervalos (se ne
essário for, podemos reduzir o tamanho de alguns Itj 'ssem perda). Assim, área(γ([0, 1])) ≤ k
∑

j=1

área(γ(Itj ))
≤ ǫ

k
∑

j=1

|Itj |

≤ 2ǫ,o que 
ompleta a prova.
�3.3Ângulos tendendo a zeroSeja 0 ≤ ∠(X, Y ) ≤ π/2 o ângulo entre duas direções representadas pelosvetores não-nulos X e Y de R

2.De�nição 3.6 Uma 
urva γ é dita A-tangente a um 
ampo 
ontínuo X separa todo t,
lim
s→t

∠(γ(s)− γ(t), X(γ(t))) = 0,ou, equivalentemente,
lim
s→t

hX(t, s)

hX⊥(t, s)
= 0,onde os limites a
ima são tomados apenas nos s em que γ(s) 6= γ(t).Esta de�nição também se mostrou forte demais, devido ao seguinteresultado:Proposição 3.7 Seja γ uma 
urva A-tangente a um 
ampo 
ontínuo X. Se Σé um segmento de 
urva sem auto-interseção e transversal ao 
ampo X, então

γ([0, 1]) ∩ Σ é enumerável. Em parti
ular, γ não é 
urva de Peano.
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Figura 3.2: Prova da Proposição 3.7.Prova. Seja γ(t) ∈ γ([0, 1]) ∩ Σ. Como Σ é transversal a X , segue que existe

δ > 0 tal que se It = (t − δ, t + δ), γ(It) ∩ σ = ∅. Isso é verdade poispodemos fazer δ su�
ientemente pequeno para que para todo s ∈ It valha
∠(γ(s)−γ(t), X(γ(t))) ≤ ǫ, portanto γ(It) está num 
erto �
one� (
omo mostraa �gura 3.2) e, assim, para δ su�
ientemente pequeno γ(It) está afastado de
Σ. Assim, os pontos de γ([0, 1]) ∩ Σ estão isolados, logo é enumerável.

�3.4Limite uniforme de 
urvas C∞ tangentes a XEste 
on
eito de tangên
ia é satisfeito para a 
urva do Teorema 0.1 por
onstrução, mas ele se mostrou fra
o demais.De�nição 3.8 Uma 
urva γ é dita S-tangente a um 
ampo 
ontínuo X se élimite uniforme de 
urvas C∞ que são tangentes (no sentido usual) a X.Proposição 3.9 Seja X o 
ampo e γ a 
urva 
onstruídos na prova daProposição 1.3. Então qualquer 
urva 
ontínua σ 
uja imagem está 
ontidana imagem de γ é S-tangente ao 
ampo X.Daremos aqui um esboço da prova.Prova. Para 
ada n natural, 
onsidere a família de luas Lω 
om |ω| = n,de�nida no Capítulo 1. Seja Gn a união das fronteiras destas luas. Podemosmunir o 
onjunto Gn de uma estrutura de grafo óbvia, onde os vérti
es sãopontos ini
iais ou �nais das luas essen
iais. Uma aresta ligando dois vérti
es éuma 
urva que faz parte da fronteira de uma das luas Lω.Observamos as seguintes propriedades da família de grafos: Dado qual-quer ǫ > 0 existem δ > 0 e n ∈ N tais que:
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onjunto dos vérti
es de Gn é (δ/3)-denso na lua L = γ([0, 1]).2. Se v, w são vérti
es de Gn 
om distân
ia eu
lidiana menor que δ entãoexiste um 
aminho de arestas ligando v a w que está 
ompletamente
ontido em B(v, ǫ), a bola eu
lidiana de 
entro v e raio ǫ.Note que δ < ǫ.Agora, 
onsidere uma 
urva 
ontínua σ : [0, 1] → L. Fixe também ǫ > 0.Vamos en
ontrar uma 
urva C∞ tangente a X que é 2ǫ-próxima de σ, seguindoos seguintes passos:Primeiro, sejam δ e n ∈ N 
omo a
ima. Seja m ∈ N tal que para todo
j = 0, 1, . . . , m − 1, existe um vérti
e vj do grafo Gn tal que σ([j/m, (j +
1)/m]) ⊂ B(vj , δ/2) Em parti
ular, a distân
ia entre vj e vj+1 é menor que δ.Portanto existe uma 
aminho de arestas ligando vj a vj+1 
ontido em B(vj , ǫ).Justapondo estes 
aminhos, obtemos uma 
urva C∞ por pedaços tangente ao
ampo X , que é (ǫ+ δ/2)-próxima a σ.Como ǫ+ δ/2 < 2ǫ, podemos reparametrizar esta 
urva de modo a obteruma 
urva C∞ que tem velo
idade zero nos vérti
es v0, . . . , vm, e é 2ǫ-próximade σ. �



4Observações Finais e PerguntasPor o
asião da defesa desta dissertação, a ban
a fez diversas observaçõese perguntas interessantes, que deram origem a este 
apítulo.4.1Fazendo Kt ser quase um dis
oNo 
apítulo 2, nós 
onstruímos a 
urva γ que prova o Teorema 0.1.A 
urva deveria ter 
urvatura afastada de zero, e para isso es
olhemos o λsu�
ientemente próximo de 1.No entanto, para λ = 1 a 
urva r = f(θ) é exatamente um 
ír
ulo, demodo que é natural pensar que é possível es
olher λ < 1 tal que a 
urvaturado bordo de Kt seja, em algum sentido, arbitrariamente próxima de uma
onstante.Pre
isamente, a pergunta é a seguinte:Problema 2 Dado τ > 1, é possível 
onstruir γ de modo que para 
ada t > 0vale
KMAX(∂Kt)

KMIN(∂Kt)
< τ,em que KMAX e KMIN são as 
urvaturas máxima e mínima, respe
tivamente?A
reditamos que a resposta é sim, e que basta refazer a 
onstrução 
omum pou
o de 
uidado; no entanto, não faremos os detalhes aqui.4.2Refazendo a 
onstrução sem os gapsO nosso pro
esso de 
onstrução envolveu o uso dos intervalos Gω,intervalos esses que têm uma função diferente dos Jω. Esses intervalos servempara �
orrigir� a 
urva do �nal de uma lua para o iní
io da próxima.Em 
omparação, o pro
esso de Hilbert não ne
essitava desses �gaps�,e assim a subdivisão dos intervalos não só é mais simples 
omo tem 
ertaspropriedades interessantes, que dis
utimos aqui:



Curvas de Peano e Campos de Direções 364.2.1O push-forward da medida de Lebesgue unidimensional é a medida deLebesgue bidimensionalPela de�nição da 
urva de Hilbert, é bem simples observar que se J ⊂

[0, 1] é um intervalo de medida (de Lebesgue, em dimensão 1) µ, sua imagem éum sub
onjunto do quadrado 
om medida (de Lebesgue, em dimensão 2) iguala µ. Portanto, as medidas γ∗Leb1 e Leb2 
oin
idem em toda a σ-álgebra dosborelianos.Na nossa 
onstrução essa propriedade 
laramente não vale. Será que épossível refazê-la para que a 
urva tenha esta propriedade?4.2.2O push-forward da medida de Lebesgue unidimensional é uma medidaabsolutamente 
ontínua (em relação a Leb2)Na nossa 
onstrução, é bem evidente que os intervalos Gω têm a propri-edade de que Leb2(γ(Gω)) = 0.Problema 3 É possível refazer a 
onstrução de modo que se Leb2(γ(J)) = 0então Leb1(J) = 0, para todo intervalo J ⊂ [0, 1]?4.2.3
γ Hölder-1/2De�nição 4.1 Uma função f : X → Y entre dois espaços normados Xe Y satisfaz uma 
ondição Hölder (ou é Hölder-
ontínua) quando existem
onstantes não-negativas C, α tais que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α,para todos x, y ∈ X.Nesse 
aso, f é 
hamada Hölder-α (ou α-Hölder).A 
onstrução de Hilbert é uma 
urva Hölder-1/2. De fato, isso é o melhor quese pode obter, já que nenhuma 
urva de Peano pode ser Hölder-α para α > 1/2(ver (Bu96)).
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onstrução (que per
orre luas 
ada vez maisa
hatadas em tempos menores), é bastante provável que ela não seja Hölder-αpara nenhum α. No entanto, pode ser possível refazer a 
onstrução 
om mais
uidado para ganharmos essa propriedade.Uma outra ideia seria tirar as 
ondições C∞ das luas e da 
onstrução dasequên
ia de 
urvas e substituir por Ck. Isso pode reduzir o número de fati-amentos ne
essários, permitindo que a 
onstrução tenha alguma propriedadeHölder.Problema 4 Permitindo que o bordo seja Ck (e não mais C∞), é possível
onstruir uma 
urva 
om as propriedades da nossa que seja Hölder-
ontínua?4.4Outras ideiasDuas sugestões (talvez rela
ionadas) de outros possíveis 
on
eitos detangên
ia de uma 
urva 
ontínua a um 
ampo 
ontínuo de direções são asseguintes:� Bus
ar de�nir tangên
ia em um sentido de distribuições (ou 
orrentes) àla S
hwartz.� Dadas uma 
urva 
ontínua γ : I → R
2 e uma 1-forma ω no planoque depende apenas 
ontinuamente do ponto, bus
ar de�nir um trabalho

W (γ, ω). Deseja-se que esta de�nição seja invariante por reparametri-zações positivas da 
urva, e que 
oin
ida no 
aso diferen
iável 
om ade�nição usual W (ω, γ) =
∫

γ
ω. Então podemos de�nir γ 
omo tangenteao 
ampo de direções X se W (γ, ω) = 0 para toda 1-forma ω que seanule sobre X (isto é, tal que ωp(v) = 0 se v ∈ X(p)).Fi
a 
omo pergunta se seguindo estas ideias é possível en
ontrar um 
on
eitode tangên
ia satisfatório no sentido expressado no Capítulo 3.
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