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Resumo

Pereira, Pedro Henrique Milet Pinheiro; Bochi, Jairo da Silva.
Curvas de Peano e Campos de Direcgoes. Rio de Janeiro, 2011.
BIp. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

M. Mihalik e A. Wieczorek perguntaram se é possivel encontrar uma curva
v : [0,1] = R? de Peano com a propriedade adicional de que ~([a,b]) é
um subconjunto convexo do quadrado unitario para todo 0 < a < b <
1. Esse problema se mostrou bastante complexo, mas outras perguntas
semelhantes puderam ser respondidas. Esta dissertacao mostra um processo
de construgao de uma curva de Peano v : [0, 1] — R? tal que os conjuntos
K; = ~(]0,t]) sdo compactos convexos cujo bordo é C'° e tangente a um
campo de dire¢oes continuo (exceto em ~y(0)). Finalmente, discute-se se em
algum sentido é possivel dizer que a curva de Peano ¢ tangente ao campo

de direcoes.

Palavras—chave

Curvas de Peano. Campos de Direcoes. Convexidade.



Abstract

Pereira, Pedro Henrique Milet Pinheiro; Bochi, Jairo da Silva.
Peano Curves and Line Fields. Rio de Janeiro, 2011. 39p. Dis-
sertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

M. Mihalik e A. Wieczorek asked if it is possible to find a Peano curve
v : [0,1] — R? such that ~y([a,b]) is a convex subset of the unit square
for all 0 < a < b < 1. The problem itself seems to be quite complex, but
some similar problems could be solved. This dissertation shows a way of
constructing a Peano curve 7 : [0,1] — R? such that the sets K; = ([0, t])
are convex, compact and their boundaries 0K; are C'™ and tangent to a
continuous line field (except in ~(0)). Lastly, we discuss whether one can

say that the Peano curve itself is tangent to the line field.

Keywords

Peano Curves. Line Fields. Convexity.
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0
Introducao

Georg Cantor introduziu em 1878 o conceito de cardinalidade. Seus
estudos mostraram, em particular, que existe uma bijecao entre o intervalo
[0,1] e o quadrado [0, 1], 0 que motivou quase que imediatamente a pergunta
de se essa bijecao poderia de alguma forma ser continua. No entanto, em 1879,
E. Netto mostrou que tal bijecao é necessariamente descontinua, conforme
relata Sagan em (S94)).

Deixando de lado a hipotese da bijetividade, G. Peano construiu em 1890
uma fung¢ao continua e sobrejetiva de [0,1] em [0, 1]?, isto ¢, uma curva que
preenche o quadrado. Desde entao, curvas que passam por todos os pontos
de uma regiao bidimensional de interior nao-vazio sao chamadas de curvas de
Peano.

Foi David Hilbert, no entanto, que primeiro descobriu um procedimento
geométrico que permitia a construcao de toda uma classe de curvas de Peano.
O procedimento de Hilbert é hoje bem conhecido e se baseia em subdivisoes
simultaneas de um quadrado e de um intervalo, bem demonstrado pela figura
[ A figura aponta as relagoes entre os subintervalos e os subquadrados no trés
primeiros passos da construcao de Hilbert. Se um intervalo I é mapeado em
um quadrado @), seus subintervalos, gerados no passo seguinte serao mapeados
nos subquadrados de ) que foram gerados no mesmo passo. Hilbert observou
que é sempre possivel arranjar os subquadrados de forma que a subintervalos
adjacentes correspondam subquadrados com uma aresta em comum.

A seguinte pergunta é atribuida por J. Pach e C.A. Rogers em (PR83) a
M. Mihalik e A. Wieczorek do Instytut Podrtaw Informatyki da Academia
Polonesa de Ciéncias, e também é citada como problema em aberto por
(CFGY1), problem A.37).

Problema 1 Eziste uma curva 7 : [0,1] — R? de Peano com a propriedade
adicional de que ~y([a,b]) € um subconjunto convexo do quadrado, para todo
0<a<b<1?

Pach e Rogers nao conseguiram solucionar o problema, mas construiram

em (PR&3) uma curva v de Peano tal que ~([0,b]) é convexo para todo b.
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Figura 1: Esta ¢ uma reproducio da figura original de Hilbert (Hi9T)).

Independentemente, Andrew Vince e David C. Wilson obtiveram em (VWS86)
o mesmo resultado através de uma constru¢ao um pouco similar.

Vale observar que Pach e Rogers também mostraram que uma versao
discretizada do problema tem resposta positiva: veja (VPRSS). No Capitulo 6
da tese de doutorado (U06)) sdo estabelecidas diversas propriedades das “curvas
de Peano convexas”, mas nao sua existéncia.

O resultado principal desta dissertacao é o seguinte:

Teorema 0.1 Eriste uma curva 7 : [0,1] — R? e existe um campo continuo
de diregoes X em R?\ {(0,0)} tal que y € curva de Peano, e para todot >0, o
conjunto Ky = v([0,t]) é convexo com bordo C*, tangente ao campo em cada

ponto, e com curvatura afastada de zero (por uma constante que nao depende

de t). Além disso, (t) € Fr(K;) Vt.

Isto melhora o resultado de (PR83L VW86). A informagio nova mais
relevante é o campo de diregoes X. Em algum sentido, a curva vy parece
ser tangente ao campo X. Tentamos dar sentido preciso a esta afirmacao
analisando diversos conceitos de tangéncia. No entanto, nao conseguimos
encontrar um conceito de tangéncia que fosse satisfeito pela nossa curva e
que ao mesmo tempo respeitasse alguns critérios béasicos — ver discussao no
capitulo 3.

A construgio da curva 7 é inspirada em e (VWS86), mas é feita
de maneira mais “flexivel”. Por exemplo, enquanto Pach e Rogers definem o
objeto lune como a regiao entre um arco de pardbola e uma curva que é
seccionalmente arco de pardbola, a nossa lua é simplesmente a regiao entre
duas fungoes C°. Esta maior flexibilidade de fato simplifica a construcao e
permite ajustes convenientes na curva.

Vamos relembrar alguns resultados classicos respeito de curvas tangentes

a campos de diregoes. Um teorema do proprio Peano (veja por exemplo (Ho76),
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p. 148)) assegura que todo campo continuo tem curvas tangentes. Porém pode
existir mais de uma curva tangente ao campo passando por um ponto dado.
De fato, existem equacoes diferenciais para as quais nao vale a unicidade

1/2 & um exemplo. Um exemplo bastante natural e

de solugbes: dy/dt = |y|
interessante de um campo de diregoes continuo que nao é unicamente integravel
é descrito em (B03, p. 12-14). Nestes exemplos, os pontos de “bifurcagao”
formam uma curva. Ja o campo do Teorema [0.T] possui um conjunto denso de
pontos de bifurcacao. Outros exemplos de campos com muitas bifurcacoes sao
construidos em (BF04).

Por outro lado, podemos dizer que a nao-unicidade é um fenomeno
patologico: Campos continuos genéricos (no sentido do Teorema de Baire) sao
unicamente integraveis: veja (Ho76l p. 151). Além disso, o classico Teorema
de Cauchy-Picard garante a unicidade no caso de campos suficientemente
regulares (Lipschitz). Isso é usualmente demonstrado utilizando o Teorema
de Ponto Fixo para Contracoes (veja por exemplo (Ho76, p. 57)). Outra
demonstracao (que obtém o Teorema de Existéncia de Peano ao longo do
caminho) é apresentada em (AANQ9).

Esta dissertacao estd assim organizada: O Capitulo 1 contém a cons-
trucao de curvas de Peano e campos de direcoes com todas as propriedades
mencionadas no Teorema [0.1] exceto a convexidade. No Capitulo 2 usamos es-
tes resultados e, tomando cuidados para garantir a convexidade, demonstramos
o Teorema [0.1l No Capitulo 3, exploramos algumas defini¢oes de tangéncia de
uma curva (apenas continua) a um campo continuo de dire¢oes. Investigamos
algumas propriedades destas defini¢coes, como por exemplo se uma curva de

Peano pode ser tangente a um campo.



1
O Processo Basico de Construcao

O objetivo deste capitulo é demonstrar a proposicao [L.3] além de definir
objetos e provar fatos que serao relevantes para a construcao do proximo

capitulo. Primeiro, duas defini¢oes:

Defini¢ao 1.1 Seja a : [0,1] — R? uma curva diferencidvel e X : R? — R?
um campo de direcées. a € dita tangente a X em todo ponto se o/(t) || X («(t))
para todo t € [0, 1].

Aqui é necessario admitir a possibilidade de /(¢) = 0 em um conjunto
finito de t’'s. Isso permite que nos fagamos completo uso da diferenca entre
campos de diregoes e campos de vetores, pois a curva pode parar e voltar no

sentido contréario.

Definic¢do 1.2 (Curva de Peano) Uma curva 7 : [0,1] — R? ¢ dita curva

de Peano se ([0, 1]) tem interior nao-vazio.

Proposigao 1.3 FEziste uma curva v : [0,1] — R? e existe um campo continuo
de direcoes X em R? tal que tal que v € curva de Peano e v € limite uniforme

de curvas C* v, tangentes ao campo em cada ponto.

1.1
Luas e suas particoes

Definigao 1.4 Sejam f,g: [a,b] = R fung¢ioes C™ satisfazendo:

1. f e g tém contato de ordem infinita em a e b, isto ¢, f9(a) =

99 (a), fO(b) = gP(b),Vi € N
2. f(zx) < g(x), Vo € [a,b]

A regiago L = L(f,g) = {(z,y)|x € [a,b], f(z) <y < g(z)} € chamada

lua.

As luas com as quais nos trabalharemos serao sempre definidas em [0, 1].

Mais algumas definicoes sao convenientes:
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Figura 1.1: Lua tipica da construcao

Defini¢ao 1.5 Para uma lua L = L(f,g), definimos o seu suporte como
Sp = {z € [a,b]|f(x) < g(x)}. Além disso, L é dita aberta se S é um

intervalo.

E tecnicamente conveniente termos que a lua é definida em [0, 1]. No entanto,
a maioria das luas com as quais nos iremos trabalhar tem intervalos em que
f = g, como ilustra a Figura[[.Tl Gostariamos de pensar que a lua de fato esta
definida em seu suporte, ideia esta que sera capturada mais tarde na Definicao
. 141

Notagao 1 Para uma fun¢ao C* F' : [a,b] — R, denotamos

1F]lo = sup |F(z)| e ||F|lx = max (||Ello, [|E"]]o, - ... [[F]lo) .k € N

z€[a,b]
Para L = L(f,g), definimos | L||x = |lg — f]lx-
Fixemos ¢ : R — [0,1] uma funcio C* tal que ¢ 1(0) =

(—00,1/3],¢7H(1) = [2/3, +00).
Definimos para a < b

e =6 (322

E claro que ¢o; = ¢, e qb;ll)(()) = (—o0, 242] ,(b;,l)(l) = [*“£2, +00). Note

também que

k k
sup 05) ()| = sup [¢)(x)],
TEe

z€la,b]
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logo podemos definir ||¢,|x da maneira usual considerando ¢ restrita a [a, b].

Nota 1 Como .
(k) _ k) (T @
¢a,b(x) (b—a)k ¢ (b—a)’
temos que
_ 19 lo
Hgba,ka - I?SakX (b _ a)l

Defini¢ao 1.6 Seja L = L(f, g) uma lua aberta definida em [0, 1] com suporte

St = (a,b). Defina h(x) = (1 — ¢op(2))g(x) + ¢up(x) f(z). Claramente h € C™
e Ly = L(f,h) e Ly = L(h, g) sao luas abertas definidas em [0,1]. L = LU Ly

¢ chamada a biparticao de L.

Lema 1.7 Podemos observar que as luas L, e Lo geradas na biparticao de L

tém mais duas propriedades importantes:

1. SLl _ ((l, an2b) 7SL2 _ (2a§rb’b)

2. max(|| Lille, [ L2lx) < 2(@apllel| LIk, VE € N.

Prova. O item (1) segue diretamente da construgao.
Para o item (2), note que dado k € N,

19G) = gw) + Y (§)els s - 90

Portanto
||h(k) — g(k)Ho < 2k||¢ab||k||f = 9llk

e assim
[ La|[x < I?<%X(2i||¢a,b\\i||L||z’) = 2%/|Bap| k]| L| |5

Da mesma forma, uma vez que h — f = (1 — ¢o)(g — f) temos que

|9 — £ 9o < 211 = @apllkllg — f1]x

Como ||1 — ¢upl|lk = ||Pap||k, a prova esta completa.

Definicao 1.8 Seja L = L(f,g) uma lua aberta de suporte Sp, e n € N.

Parai=0,1,...,n defina h; = (1—%)f+%g. Entao para i =10,...,n —

L; = L(hi, hiy1) € uma lua aberta de suporte Sy, e

L=LyULU...UL,_,

L,
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€ chamado o n-fatiamento de L.

Lema 1.9 Dado um n-fatiamento L = Ly U ... U L,_1, vale Vi, Vk:

1
| Lille < = L]|x

n

Prova.
Como
1
k k
BE), () — B (2)] = ~lg®(@) = (@),
temos )
[hit1 = hall < =Ll
n

1.2

Definicio da familia de luas

Comegamos com uma lua aberta L definida em [0,1] e com suporte

S = (0,1). Fixe também uma sequéncia {¢j}x>o soméavel.

— Escolha n; suficientemente grande para que as luas geradas do n;-

fatiamento de L, L = LU ... U Lf, _, satisfacam
ni

€2 .
:0,...,711—]_

Lils < ——,1
I8k < g

— Para cada i € {0,...,ny — 1}, seja L} = L2;) U L2;41) a biparticao de
L.

— Se L; = L(fi, g;) e m1 = 2ny entdo valem:

1.
fo= I, 90mi—1) = 9, fi+1) = gi

2. Pelo Lema [L.7]
[Lills < €2,0 <i<my—1

— Agora o passo indutivo. Suponha que noés temos my,mo,...,m;_1 €
para cada w = %12p...4-1 com 0 < ¢; < m; — 1 estd definida a lua
L, = L(f., 9.), de suporte (a, b). Escolha n,, suficientemente grande para
que as luas geradas no n,-fatiamento de L, L, = L7 U ... U LZ(an)

satisfacam
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v

1.2(a): Lua 3-fatiada 1.2(b): Depois bipartida
1.2(c): A figura anterior é 2-fatiada 1.2(d): E mais uma vez bipartida

Figura 1.2: Exemplo mostrando dois passos indutivos (fatiamento seguido de
biparticao)

€1+1
25 | paplli41”

— Defina n; = max{n, : w = i142...4-1,0 < i; < m; — 1} Claramente

||L:Ji||l+1< 'l.ZO,...,’I'Lw—l

as luas geradas no m;-fatiamento de cada L, continuam satisfazendo a

desigualdade acima.
— Para cada i € {0,...,n — 1}, seja L; = Lu2:) U Lyy(2i41) a biparticao de
L.

— Se Ly = L(fui, gwi) € m; = 2n; entdo valem:

1.
wa = fwagw(mlfl) = Guw, fw(iJrl) = Gui
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2. Pelo Lema [I.7

|| Lwillisr < €41,0 <i<myq — 1

Definicao 1.10 Definimos

o conjunto das palavras finitas que vao indexar cada lua que aparece na
construcao, e Q" ={w=1y...1, € Qli, <m, — 1}.

O comprimento da palavra w = iyis. . .1, € |w| =n.

Além disso, dado w = iy...1, € Q* definimos o seu sucessor wt €

como wt =iy ... iy 1(in +1).

Assim, a cada palavra finita w € ) associamos a lua L, definida na

construgao. Além disso, no passo indutivo fica claro que se |w| = [ entdo

[ Leoli1 < €141
O lema a seguir garante mais uma propriedade da construcao:

Lema 1.11 Se f"(z),¢"(z) < —a < 0 e S, = (a,b), € possivel fazer a

construgao acima mantendo f!(x), g!'(z) < —a, para todo w =iy ...1 € Q.

Prova. Basta mostrar que essa propriedade pode ser mantida no primeiro passo,
uma vez que todos os outros passos sao divisoes idénticas das luas menores.

De L = L(f, g) obtemos uma nj-particao L} = L(h;, h;11) com ||L}|]2 <
0 arbitrariamente pequeno (nos passos seguintes essa afirmacdo permanece
verdade, uma vez que ||.||2 < ||.|[x). Além disso, pela construgao é facil ver que
h!(z) < —a (h; & combinagao convexa de f e g)

Em seguida cada L} é bipartida em Lo; e Lo; 41, com

| Laill2s [ Lait1llz < 4| Gapll2]| L |l2 < 40| @apll2,

portanto mantendo a notagao L; = L(f;, g;):

lg" = fi'llo < I Lill2 < 45| Gaell2

Como um dos dois, f/ ou g/, é igual a um dos h} < —a, segue que é
possivel fazer 0 suficientemente pequeno para que o outro permanega menor

que —a. |
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Figura 1.3: [lustracao da construcao de K

1.3
Construcdo do conjunto de Cantor K

Vamos agora construir um conjunto de Cantor K associado ao conjunto
Q:

Definiremos familias de intervalos {J,}weq, {Gw tweo+ tais que J,, G, C
[0, 1], sendo os J,,’s fechados e os G,’s abertos. A definigao é por indugao em

jwl:

— Os intervalos Jy, Go, J1,G1, ..., Iy —2, Giny—25 Sy —1 t€mM 0 mesmo com-
primento, sao disjuntos, se sucedem na ordem acima, e sua uniao é o

intervalo [0, 1].

— Para cada palavra w € 2 com comprimento n — 1 > 1, os intervalos
J0s Goos Ju1; Gty - -, Gumn—2), Ju(mn,—1) t€m 0 mesmo comprimento, sao

disjuntos, ordenados como acima, e sua uniao é o intervalo J,,.

Seja

k=N U

neENweQ;|w|=n
Entao K é um conjunto de Cantor, e [0, I\K = |J 0. Go-

Queremos pensar nos G, como “gaps”’, como ilustra a Figura [L3l O
sentido principal da construcao deste conjunto de Cantor é o seguinte: a curva
que vamos construir vai percorrer, no intervalo J,, toda a lua essencial de
L, (ver Defini¢ao [LT4). No entanto, quase sempre o ponto final de uma lua
essencial nao é o ponto inicial da seguinte, logo usamos o intervalo G, para

andar do final de uma lua para o inicio da préoxima.
1.4
Definicdo da familia de funcées-teto

Fixado ¢ € K existe uma tunica palavra infinita i1i5... tal que t €

Jiy i,V > 1. Seja w,, = 11 . ..1,. Queremos definir

F, = lim f,, = lim g,,.
n—oo n—oo
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Mostremos a validade das convergéncias e igualdades acima. Por cons-

trucao,

Estamos na etapa n da divisao, e queremos olhar para a etapa seguinte.
A lua Ly, é dividida em Ly, ..., Ly, (m,.,1-1), sendo que L, 2y U Ly, (2i+1) €

uma lua do fatiamento. Note também que f, = f., 0. Logo

[ fonsr = fonllnrr = [ foningr — funollns
— Se ip41 € par, entao f,,.;,., veio do fatiamento, portanto é uma combina-
cao convexa de f,,, € g, € assim || fo, i — funollndtt < | Lewnllnt1 < €nta

— Se é impar,

| fominsr = Junollntr < N foniners = fontiner—1)llns1 + | fontinsr—1) = fonollnt1
< | Lo iy —1) Inr1 + €ngr
< [ Lwn(insr-vllnt2 + €nta

< €pt2 t €ntl

Em qualquer caso, ||fwn+1 - fwn”n-i-l < €py2 + Eny1-

Mais geralmente, se m > n temos que

m—
”fwm - fwn||n+1 Z |fwj+1 - fijn-i-l
j=n

m—1 m
Z ||.fw]+1 fwj”j-‘rl < 2Z€j+1

Jj=n Jj=n

Em particular, dado & qualquer e lembrando que K < N = ||.||x < ||.||~, temos

que

o = ol <2 €1, ¥ > & (1-1)

j=n
Como ¢; é sequéncia somével, f,, e g,, sao sequéncias de Cauchy em C*.
Portanto existe lim f, = limg,, =: F}, que é C*® (ja que é C* para todo k)
e satisfaz lim fwn = lim g(k) E(k). Note ainda que t < s = F;, < F; (decorre

do fato de que f+ = g, logo f, e g, crescem “ lexicograficamente ” em w).

Lema 1.12 Para cada k, a aplicaciot € K — F, € C* € continua.
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Prova. Seja € > 0. Escolha n > k tal que

0o
4 Z €En+1 < E.
j=n

Se d,, € o tamanho de J, para |w| = n, temos que s,t € K e |s —t| < 4,
implicam que s,t € J,, para algum w de tamanho n. Portanto, F e F}; sao

limites de sequéncias cujo termo de “tamanho” n é f,. Fazendo m — oo na

equagao (I=I]), temos que
1= fulls 2D e IR = fulle €2 jun
j=n j=n

Assim,
s —t] <bn = [|Fs = Filli < 15 = follr + [[fo — Fills

[o@)
< 4Z€j+1 <eg,
j=n

completando a prova.
|
Vamos agora estender essa fungido para todo o intervalo [0, 1]. De fato,

basta estender para cada G, = (f,a), em que «, 5 € K.

Fg = nh_g)lo Jostme—1)...(mn—1),€m que k — 1 = |w|

Como

Hm fopn-1).na-1) = 10 Guny—1)...ma-1) = B furo. 0 = Fa,

temos Fjg = F), e podemos definir F; = Fj para todo t € G,,.

A extensdo é claramente continua: para ¢t ¢ K, a fungdo é constante
numa vizinhanca de ¢; para t € K, fixo ¢ > 0 basta tomar o mesmo § = §,, do
Lema [[LT2] ja que em um intervalo qualquer ndo se criam novas imagens (por

construcao).

1.5
Definicio do campo de direcdes

Para z € [0,1], f(x) < y < g(x) seja t tal que Fy(x) = y. Defina
U(x,y) = Fi(z).
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Lema 1.13 ¢(z,y) é uma fun¢ao bem definida e continua em L = {(x,y)|z €
[0,1], f(z) <y < g(x)}.

Prova. Para ver que é bem definida, sejam (z,y) € L e t; < ty tais que
y = Fi,(x) = I, (x). Como F,, — F, > 0, segue que x ¢ um minimo local de
Fy, — F}, e portanto I} (z) = F} ().

Para a continuidade, suponha que (z,,y,) — (z,y), todos em A. Em
particular y, = F, (z,) = y = F(2).

Passemos a uma subsequéncia convergente de {t,}, t., — t.. Pelo lema
12, s+ F, ¢ continua em C*, logo F,,, — F},, F{ ~— F] . Assim,

By (2n) = By (0)] < B (2n) — B ()] + [ (200) — B (2)] = 0,

logo F,,, (x,) — F; (x), e como y, — y vale F,(x) = F,,(x) Como ¢ é bem
definida vale também F] (r) = F/(z), portanto um argumento similar mostra
que B, (v) = Fl(x).

Se I} (x,) / F/(z), entdo existe uma subsequéncia {t.,} de {t,} tal
que |F{ (x,) — F/(x)] > ¢ > 0. Passando a uma subsequéncia convergente
de t,, (que em particular é subsequéncia convergente de t,), isso contradiz o
resultado obtido no paragrafo anterior.

Portanto F} (z,) — F/(x), ie, ¥(xn, yn) — ¥ (z,y). |

1.6
Definicao da sequéncia de curvas

A idéia agora é conseguir uma sequéncia de curvas v, em R? tangentes
ao campo de dire¢oes continuo (1,%(z,y)), e que convergem a uma curva de
Peano ~.

Para isso, voltamos a divisao da lua. Uma vez que, para cada n fixado

U L.=1L,

|w[=n

vale

podemos pensar nessas L, como estando num mesmo desenho de L com
“cortes adicionais” (cada n ganha seu proprio desenho, e ~, vai ser uma
curva nesse desenho). A imagem de v, estd contida em {J,_, F'r(Ly), e fica
progressivamente mais densa em L.

Para facilitar a construgao, escrevemos Sr, = (a(w),b(w)). Assim, no

eixo-r da Figura [[L4] ha quatro pontos importantes:
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~ ~
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Figura 1.4: Tlustracao esquematica da curva -y;.

_2a+b _a—|—2b
3 37

e de fato isso € um caso geral (novos pontos de suporte s6 sdo gerados na

5(0) = b(2) = b(4)

biparticao, entao esse vai ser o esquema sempre que uma lua L, for fatiada e
em seguida bipartida).

Para a construcao da curva, precisaremos de uma funcao auxiliar. Dado
um intervalo fechado I C R e a # b seja ¢;(-,a,b) : I — R mono6tona, C tal
que se I = [a, 3]

1. 9r(-,a,b) tem derivada de todas as ordens igual a 0 em « e [.
2. V(e a,b) = a, V(B a,b) =b.

Além disso, dada uma funcao qualquer A : I — R definimos h:l—R2:
t — (t,h(t)).

Definimos para i =0,...,m; — 1:

T(t) = { F Wt (), 240). te
G (e, (1,000, ali + 1)), 1€ i< my—1

A expressao acima percorre a lua na maneira indicada pela Figura .4l
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E indutivamente, dada ~,_; construimos =, fazendo v, = ~,_1 em

Uwear lw|<n G, e definindo para cada w de comprimento n:

a(t) = foo (Yate e (1)) - teJ,
gAw (’l/}Gw,b(w),a(er)(t)) s t e Gw, w E O*

Para t ¢ K, ¢é claro que v,(t) — 7(t), ja que fica constante a partir de

um certo ponto. Para t € K, vamos precisar de um lema.

Definicao 1.14 Seja L = L(f,g9) uma lua aberta. A lua essencial de L ¢é
L5 = int(L), o fecho do interior de L. Alternativamente, podemos usar a

notacao L**(f, g) para indicar a lua essencial da lua formada por f e g.

Lema 1.15 Seja L = L(f,g) uma lua aberta com suporte Sy, = (a,b),|SL| =
b—a. Entdo o didmetro D de L** satisfaz D*> < |Sp|*>+ (|| Lllo + |Sz| - || f]]1)*

Prova. Sejam (x1,y1), (z2,y2) € L, e suponha y; < yo. Entdo a < 25 <be
f(x1) <y <y < g(w2) Assim,

dist((z1,91), (22,92))* = (@1 — 22)* + (y1 — y2)°

< (b—a)®+ (g(x2) — f(z1))?

<IS1? + (9(w2) — f(x2) + f(m2) — f(21))”
<1SuJ7 + (||L||o+ / |f’(t)|dt)

< ISl + (IZllo + ISe] - 1 £111)?

A\

|
Dado t € K, seja w, = i1...1, a sequéncia de palavras satisfazendo
t € Ju,, VN, Wpp1 = Wying1. Por construcao, v,(t) € LE?, cujo diametro D,

satisfaz
(Du,)? < 1Sp,, 12+ ([ Lay llo + 1St | - 1 full1)?

Como t — F; € C! & continua, sup, ||F}||1 = M < oo e portanto

(D,,)* < (g)% + (enﬂ +M (%)n)z —0.

Logo v,(t) € Lg® é sequéncia em compacto com diametros tendendo a

zero, logo converge ao tinico ponto y(t) € (),on L&



Curvas de Peano e Campos de Direcées 23

De fato, com a argumentacao acima fica facil ver que a convergéncia é

uniforme: seja ¢ > 0 e n tal que

9 2n 92 n\ 2
(5) + (e (5)) <=

Se t € U eqr jwj<n Gw» entao ym(t) = 7(t) para todo m > n.
Se t € J, para algum w com |w| = n, temos que v,,(t),y(t) € LE* para

todo m > n, entao

dist (v (£).7(1)) < Dy < \/ @) # (cons+ 0t (§)) <

portanto a convergéncia é uniforme.

Note também que v = lim~, satisfaz v([0,1]) = L. Isso prova a
Proposicao L3

Lema 1.16 Vale v([0,t]) = L**(f, F}),Vt € [0, 1].

Prova. Primeiramente observamos que 7(J,,) = L. De fato v(J,) € LS por

SN 1 S 1 €ess A 3 ess
constru¢ao; para a outra dire¢ao considere (z,y) € L e uma sequéncia L
tal que (x,y) € LE?, |wy| = n (claro que essa sequéncia existe, pois a uniao das
luas essenciais da divisdo seguinte é a propria lua essencial que foi dividida).
Considere os intervalos J,, relacionados as luas L. Sao intervalos fechados
encaixados com comprimento convergindo a zero, logo (), oy Ju, = {5}, para
algum s € K. Assim,

v(s) S <ﬂ an) C (g =A{(=9)},

neN neN
ey(s) = (z,y).
Agora mostremos que o lema vale para t da forma t = (,, em que
Jo = [ay, Bu]. Para isso, seja < a “ordem lexicografica” em 2. Assim, vale

para t da forma acima a igualdade
()= L (1-2)
w* Swilw*|=|w]

notando ainda que F; = Fj, = g,. Para ver a igualdade basta observar que
os conjuntos {(x,y) : f(z) < Fi(z) = g,(x),y € [f(x), F;(x)]} e {(z,y) : ao
menos uma das desigualdades foo. o(z) < foo.1(x) < ... < fo(x) < gu(z) é
estrita e y € [fo«(z), g (2)], intervalo ndo-degenerado} sido iguais. Passando

aos fechos dos conjuntos acima, temos a igualdade
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Como Uw*gw;|w*|:\w\ J C [0,1], o exposto acima prova que L**(f, F}) C
~([0,¢]). Para a outra dire¢do, se w* < w vemos na constru¢ao explicita que
7(Gy) anda por G- (e gor < gu) € que se iguala a f em no méximo um ponto.
Portanto v(Gy+) C L®*(f, F}) e vale o lema para t = 3,

Para t ¢ K, seja t+ = max{s € K : s < t} = f3,. Entdo t € G, e
F, = F.. Ja vimos que ([0, tx]) = L®(f, Fi.) = Le5(f, Fy). Ja v((tx,t]) C
v(Gy) C L**(f, F}), pelo mesmo argumento do paragrafo anterior.

Finalmente, dado t € K, existem 3, “\ t. Sabemos que vale ([0, £,,] =

Le**(f, Fg,, ), e por continuidade temos que

ﬂ 7([07 B&Jn:l = "Y([O,t])

neN

Falta mostrar que (), o L*(f, Fa.,,,) = nen L5 Gun) = LE(f, ).
Note que o comprimento do intervalo em que g, # F; é menor que

|SL., | < (2/3)". Se (z,y) € N,en L7 (f, g, ), entao existem (x,,y,) tais que
f(@n) < g (@n), [(@0) < Yn < Gu (w0) € (@0, yn) = (2,9).

Se Fy(z) > f(z), temos que (z,y) € L***(f, F}). Caso Fy(z) = f(z) entdo
para cada € existe x. € (x — €, 2 + €) tal que para n suficientemente grande
Jon () = Fy(x) > f(x.). Escolhendo y. = f(z.) (por exemplo), obtemos que
(x,y) é limite de pontos de L***(f, F}), o que prova que (), oy L% ([, gw,) €
Les(f, Fy).

Para a outra direcdo, o conjunto {(z,y) : f(z) < Fi(z), f(x) <
Fi(x)} esta contido em {(z,y) : f(2) < gu,(2), f(z) <y < g,,(x)} para todo
n, pois g, > F;. Passando aos fechos, a prova esté concluida.

|
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Adicionando as Propriedades de Convexidade

Neste capitulo nés vamos refinar o processo do capitulo anterior para
obter a propriedade da convexidade citada na introducao.

Fixemos 0 < A < 1 (A deve ser proximo de 1, como sera visto mais
adiante).

Fixemos ¢ : R — R crescente e C™ tal que ¢y~!1(—1) = (—o00,0] e
¥~ 1(1) = [1,+00). Considere a curva descrita em coordenadas polares por

1A 1A

r=f(0) 5 + T¢(COS(39))

Lema 2.1 Se )\ € suficientemente prozimo de 1 entao a curvatura da curva

r = f(0) serd afastada de zero.

Prova. A féormula da curvatura em coordenadas polares é

o 2()? = |
- (r2 + (r’)2)3/2

Note que K nao se anula se r” < r. Como

r"(0) = 9% (" (cos(36)) sin®(36) — ' (cos(36)) sin(36) cos(36)) ,

Ir”| < 9(1 = N)|[||2 = C(1 — N). Assim, visto que r > X é suficiente que

C(l=XN) <Al (14+CHA

)\ [,
AT

|
E facil ver que os tracos das curvas r = f(f),r = ler = X (§ € R)

formam seis luas “rotacionadas”. A Figura 2.1 mostra esta situagé entre os

!Na verdade, a Figura[Z1]é esquemética. Os plots com \ suficientemente grandes tornam
as curvas proximas demais, e a figura deixa de ser esclarecedora.
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Figura 2.1: Figura esquematica mostrando os graficos das trés curvasr = 1,r =

A= f(0)

discos de raio 1 e A. De fato, os outros casos sao exatamente a mesma figura
reduzida por um fator \".

Naturalmente, em cada uma dessas luas podemos usar o processo do
capitulo anterior, a menos de uma rotagao, para obter a curva 7; e o campo
X; que, satisfazem o enunciado da Proposi¢ao [L3] na lua L;, para cada
1 =0,1,...,5. Queremos definir uma curva v e um campo X na coroa circular
fr< 13\ {r < A}

O campo X é definido simplesmente como X|;,, = X;. Essa definicao
certamente gera um campo continuo, pois os campos X; sao tangentes as luas,
que coincidem C'*° nas suas fronteiras.

A tentativa de “juntar” as curvas uma apos a outra funciona bem, porque
em quase todos os casos 7; termina exatamente onde 7;,; comeca. A tnica
situacao que exige atencao é a passagem da tultima lua interior, 2, para a
primeira exterior, 3, em que se faz necessario que a curva volte pela lua 2 até
chegar no inicio da 3.

Definimos primeiro as fungoes auxiliares h;(t) = 8- W,i =0...7
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e O() = (1 —t) + % (assumindo que, exatamente como no desenho,
a lua 2 termina em 6 = 7). Também vale a pena definir os intervalos

Ji=[A+L1 =X, A+21—-N)],i=0...7. Note que h; leva J; em [0,1],
enquanto © leva [0, 1] em [7r, 4{]

Seja entdao vy : [\, 1] — R?:

vi (hi(t)), 0<i<2eteJ;
(1) = (f (© (hs(t))) . © (hs(t))), teJs
¥ (hisa (1)), 2<i<bete Ji
(17@(1_h7<t>))7 t e J7

Note que a segunda e a quarta linhas estao em coordenadas polares. A quarta
linha percorre o circulo maior de 47/3 (final da lua Ls) a 7 (inicio da lua Ly).

Com isso, nos obtivemos uma curva que preenche a coroa circular.
Precisamos agora ver que K; := y([\t]) U {r < A} & convexo para todo
t € [\, 1]. Por (C05) p.480, obs. 4), basta ver que a fronteira de K; é uma curva
convexa. Além disso, por (C05, p.478, Prop. 1), basta ver que a curvatura de
Fr(K;) nao muda de sinal.

Se t € Jo,v([\t]) = ([0, ho(t)] C Lo e pelo Lema [[LT6] coincide com
L( fi0ys Fro(v)), em que f(g) é a menor funcao que forma Ly. Assim, a fronteira
de K; ¢é o traco de F},, ;) em Ly e um segmento de circulo de raio A em L; e L.
Como tanto o circulo quanto Fj, ) tém curvatura afastada de zero (ver Lemas
L1 e 27)), segue que K; é um conjunto convexo.

Da mesma forma, se t € Jy, temos que y[A,t] = L§* U~([0, h1(t)]) e por
um argumento completamente analogo, K; é convexo. Mesmo vale para t € .J,
e também ¢ € J3, ja que v(J3) C v(Jo U Jy U Jy).

Set € Jy, y([\t]) = L§*ULP ULS*Uv3([0, ha(t)]). Nesse caso a fronteira
de K, é o traco de Fj,,;) em Lg e um segmento da curva r = fy(#). Como a
curva r = f(f) tem curvatura afastada de zero, mais uma vez segue que K
é convexo. Para J5 e Jg é completamente andlogo, e v(J7) C v (Up<i<q Ji)
portanto obtivemos que v tem a propriedade desejada.

Passemos entdo a coroa entre os circulos de raio A e A2, Em [\?, \] defina
~v(t) = Ay(t/\). Note que esta contracdo nao diminui a curvatura da fronteira
de K;. Além disso, y(\) coincide com a defini¢do anterior (gragas a “corregao”
que é feita em J;), logo definimos uma curva continua satisfazendo, para todo
t € [A\2,1], que K; = v([A\%,¢]) U{r < A\?} é um conjunto convexo.

Da mesma forma, podemos definir v em [A\"T! \"| fazendo ~(t) =
A"y(t/A") mantendo a propriedade de que K; = v([\""1 t]) U {r < A\"*1} &

convexo. Fazendo v(0) = (0,0), temos que v é uma curva continua que satisfaz
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o enunciado do Teorema [0.I] o que conclui sua prova.
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Discussoes sobre Tangéncia

Surge, nesse ponto, uma pergunta natural: serd que em algum sentido
a curva v pode ser dita tangente ao campo X7 Existiria uma definicao
satisfatoria do conceito de tangéncia que torna isso possivel?

Mais precisamente, gostariamos de encontrar um conceito de tangéncia
de uma curva continua a um campo continuo de direcoes com as seguintes

propriedades:

1. O conceito deve ser “natural”; em particular, deve coincidir com o conceito

usual para curvas diferenciaveis.

2. O conceito deve ser satisfeito no caso da nossa curva, ou pelo menos no

de uma curva com propriedades anilogas.

3. Suponha que um campo X é unicamente integravel no sentido usual,
isto é, para todo p existe uma tnica (médulo reparametrizagoes) curva
«a, diferencidvel com velocidade nao-nula tangente a X passando por
p. Entao o campo deve permanecer unicamente integravel com a nova
definigao, isto &, fixo p, qualquer curva tangente (no novo conceito) a X

passando por p tem seu trago contido no trago de ay,.

Analisamos abaixo quatro conceitos “naturais”. Porém, cada um deles

falha ou no item 2 (forte demais) ou no item 3 (fraco demais).

3.1
A razdo entre altura e largura

Primeiramente, dada uma curva + no plano e um campo de direcoes

continuo X, defina

_ 1{s) =2 (0), X 6(0)) |

ha(t ) PEONE

Uma primeira ideia de “tangéncia” poderia ser tentar a seguinte definicao:
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] [
I__I I__l
I__| '__I
I__I I__l
I__| '__I
I__I I__l
I__| '__I
I__I I__l
I__| '__I
I__I I__l
I__| '__I
I__I I__l
I__| '__I
I__I I__l
I__| '__I
I__I I__l
I__| '__I
1 IS

Figura 3.1: Os dois primeiros passos da construcao da curva na prova da
Proposicao 3.2l com n; = 4 e ny = 6. Sao mostradas v; e vs.

Definicao 3.1 Uma curva v € dita R-tangente a um campo de dire¢oes X se

para todo t,
. MX <t7 5)
lim ——=%
6—0 Mxl (t, 5)

em que Mx(t,d) = sup{hx(t,s);|s —t| < d}.

=0,

No entanto, esse conceito se mostrou fraco demais, pois verificamos que

podiamos ter curvas de Peano R-tangentes a um campo horizontal.

Proposicao 3.2 FErxiste uma curva de Peano definida no quadrado unitdrio
que € R-tangente a X = (1,0).

Prova. Sejan; < ng < ...<n, < ...uma sequéncia estritamente crescente de
ntmeros pares. Considere o procedimento usual de Hilbert para encontrar uma
curva de Peano; mas em vez de dividirmos o quadrado em quatro quadrados
menores, vamos dividi-lo em 2n; retangulos de tamanho 1/n; x 1/2 tragando
uma reta vertical e n; retas horizontais. A cada passo dividimos cada um dos
retangulos em 2n; retangulos menores, como mostra a figura [3.11

Depois, construimos uma sequéncia 7, 7s, . . . tal que cada 7, percorre os
retangulos de ordem £k, respeitando a ordem que 7,_; percorre os retangulos
de ordem k — 1; veja novamente a figura [3.11

Esta sequéncia converge a uma curva de Peano v tal que

ol ([anfmw, riijlnk]) é 0 i-ésimo retangulo da k-ésima divisdo.
Vamos mostrar que essa curva v é R-tangente ao campo horizontal
X = (1,0). Fixe t € [0,1]. Para cada 6 > 0 existe k tal que m <6<

7 i+1
2kny..n’ 2Fny..n

———. Tome i tal que ¢ € |

F e T— k] Note que existe s neste
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mesmo intervalo tal que

hxi(t,s) > BYasE
Como (t—6,t+0) D [2kn1i...nk’ 2k£1+1nk], concluimos que My (t,8) > . Além

disso Mx(t,0) < —21 Dessa forma,

— ni.np_1’

Mx(t,9) < 2k+1
MxL(t,(S) T ng..ng_q

que tende a 0 quando k — oo, isto é, quando § — 0.
|
E possivel mostrar que a curva v do Teorema é R-tangente ao campo

X do mesmo teorema.

3.2
Uma espécie de derivada direcional da altura

Outra idéia foi pensar numa espécie de derivada direcional da componente

altura, definida como no item anterior:

Definicao 3.3 Uma curva v € dita D-tangente a um campo continuo X se

para todo t
hx(t
lim 7){( .5)
s>t §—1

=0

Ou seja, a derivada direcional na componente altura é zero em todo ponto.

A boa noticia é que a “fraqueza” do item anterior nao acontece mais:

Proposicao 3.4 Se v é D-tangente a X = (1,0) entdo «y € horizontal e, em

particular, nao € curva de Peano.

Prova. Se v(t) = (z(t),y(t)) entdo hx(t,s) = y(s) — y(t), de modo que

im h'X (tv 8)
s—t S — t

=y'(1).

Assim, ¢y’ = 0, o que implica que y = constante.
]
No entanto, o conceito se mostrou forte demais, pois se v é D-tangente
a um campo continuo, entdo ([0, 1]) tem &area zero, e em particular nao pode

ser curva de Peano.

Proposigao 3.5 Se v é D-tangente a um campo continuo X, entao ([0, 1])

tem drea zero.
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Prova. Fixe € > 0. Para cada t, existe intervalo I; contendo t tal que

hx(t
X(:)<

se L\ {1} =

Além disso, I; pode ser escolhido suficientemente pequeno para que hyi (t,s) <
1 para todo s € I; (continuidade de ).
Portanto (1) esta contido num retangulo de altura €|[;| e largura 1 (com
os lados na dire¢ao de X (y(t)) e X+(v(¢))), de modo que &rea(y(I;)) < €|I;].
Naturalmente a uniao dos I;’s cobre [0, 1], entao considere uma subcober-
tura finita Iy, ..., I;, de modo que nenhum ponto em [0, 1] pertenga a mais de
dois intervalos (se necessario for, podemos reduzir o tamanho de alguns I;,’s

sem perda). Assim,

area(~y area(y(Iy,))

_ HM»

| /\

Z ItJ
6’

<2

o que completa a prova.

33
Angulos tendendo a zero

Seja 0 < Z(X,Y) < /2 o angulo entre duas dire¢oes representadas pelos
vetores nao-nulos X e Y de R2.
Definicao 3.6 Uma curva v € dita A-tangente a um campo continuo X se

para todo t,
lim Z(7(s) —~(t), X(7(t))) = 0,

s—t

ou, equivalentemente,
hx(t,s)
lim

XY
s—t hxl(t S) ’

onde os limites acima sao tomados apenas nos s em que y(s) # (t).

Esta definicao também se mostrou forte demais, devido ao seguinte
resultado:
Proposigao 3.7 Seja v uma curva A-tangente a um campo continuo X. Se X
€ um segmento de curva sem auto-intersecao e transversal ao campo X, entao

~([0,1]) N X € enumerdvel. Em particular, v nao € curva de Peano.
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cone

by

Figura 3.2: Prova da Proposicao 3.7

Prova. Seja v(t) € v([0,1]) N X. Como X é transversal a X, segue que existe
d > 0 tal que se I, = (t — 0,t + 0),v(I;) No = 0. Isso é verdade pois
podemos fazer ¢ suficientemente pequeno para que para todo s € I; valha
Z(v(s)=~(t), X(y(t))) < €, portanto v(1I;) esta num certo “cone” (como mostra
a figura B.2]) e, assim, para 0 suficientemente pequeno v(I;) esta afastado de
3.

Assim, os pontos de v([0, 1]) N3 estao isolados, logo é enumeravel.

3.4
Limite uniforme de curvas C* tangentes a X
Este conceito de tangéncia é satisfeito para a curva do Teorema [0.1] por

construcao, mas ele se mostrou fraco demais.

Definicao 3.8 Uma curva v € dita S-tangente a um campo continuo X se €

limite uniforme de curvas C™ que sao tangentes (no sentido usual) a X.

Proposicao 3.9 Seja X o campo e v a curva construidos na prova da
Proposicao [L.3. Entdao qualquer curva continua o cuja imagem estd contida

na tmagem de vy € S-tangente ao campo X.

Daremos aqui um esboco da prova.
Prova. Para cada n natural, considere a familia de luas L, com |w| = n,
definida no Capitulo 1. Seja GG,, a uniao das fronteiras destas luas. Podemos
munir o conjunto G,, de uma estrutura de grafo 6bvia, onde os vértices sao
pontos iniciais ou finais das luas essenciais. Uma aresta ligando dois vértices é
uma curva que faz parte da fronteira de uma das luas L.

Observamos as seguintes propriedades da familia de grafos: Dado qual-

quer € > (0 existem 0 > 0 e n € N tais que:
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1. O conjunto dos vértices de G}, é (0/3)-denso na lua L = (][0, 1]).

2. Se v, w sao vértices de (G,, com distancia euclidiana menor que § entao
existe um caminho de arestas ligando v a w que estd completamente

contido em B(v, €), a bola euclidiana de centro v e raio e.

Note que 0 < e.

Agora, considere uma curva continua o : [0, 1] — L. Fixe também € > 0.
Vamos encontrar uma curva C'™ tangente a X que é 2e-proxima de o, seguindo
0S seguintes passos:

Primeiro, sejam 6 e n € N como acima. Seja m € N tal que para todo
j = 0,1,...,m — 1, existe um vértice v; do grafo G, tal que o([j/m, (j +
1)/m]) C B(v;,6/2) Em particular, a distancia entre v; e v;;; é menor que 6.
Portanto existe uma caminho de arestas ligando v; a v, contido em B(v;, €).
Justapondo estes caminhos, obtemos uma curva C'* por pedacos tangente ao
campo X, que é (e + 0/2)-proxima a o.

Como €+ 6/2 < 2¢, podemos reparametrizar esta curva de modo a obter
uma curva C'*° que tem velocidade zero nos vértices vy, ..., U, € é 2e-proxima
de o. ]



4
Observacoes Finais e Perguntas

Por ocasiao da defesa desta dissertacao, a banca fez diversas observagoes

e perguntas interessantes, que deram origem a este capitulo.

4.1
Fazendo K, ser quase um disco

No capitulo 2, no6s construimos a curva ~ que prova o Teorema [Tl
A curva deveria ter curvatura afastada de zero, e para isso escolhemos o A
suficientemente proximo de 1.

No entanto, para A = 1 a curva r = f(0) é exatamente um circulo, de
modo que é natural pensar que é possivel escolher A < 1 tal que a curvatura
do bordo de K; seja, em algum sentido, arbitrariamente proxima de uma
constante.

Precisamente, a pergunta é a seguinte:

Problema 2 Dado 7 > 1, € possivel construir v de modo que para cada t > 0

vale
Kyax(0Ky)

KMIN(aKt)

em que Kyax € Kyn $Go as curvaturas mdzxima e minima, respectivamente?

<T,

Acreditamos que a resposta é sim, e que basta refazer a construcao com

um pouco de cuidado; no entanto, nao faremos os detalhes aqui.

4.2
Refazendo a construcdo sem os gaps

O nosso processo de construcao envolveu o uso dos intervalos G,
intervalos esses que tém uma funcao diferente dos J,,. Esses intervalos servem

i LSRN ) ) . s . s
para “corrigir” a curva do final de uma lua para o inicio da proxima.

Em comparacao, o processo de Hilbert nao necessitava desses “gaps”,
e assim a subdivisao dos intervalos nao s6 é mais simples como tem certas

propriedades interessantes, que discutimos aqui:
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4.2.1
O push-forward da medida de Lebesgue unidimensional é a medida de
Lebesgue bidimensional

Pela definicao da curva de Hilbert, é bem simples observar que se J C
[0, 1] é um intervalo de medida (de Lebesgue, em dimensao 1) p, sua imagem é
um subconjunto do quadrado com medida (de Lebesgue, em dimensao 2) igual
a p. Portanto, as medidas 7, Leb, e Lebs coincidem em toda a o-algebra dos
borelianos.

Na nossa construcao essa propriedade claramente nao vale. Sera que é

possivel refazé-la para que a curva tenha esta propriedade?

422
O push-forward da medida de Lebesgue unidimensional é uma medida
absolutamente continua (em relacdo a Lebs)

Na nossa construcao, é bem evidente que os intervalos G, tém a propri-
edade de que Leby(v(Gy)) = 0.

Problema 3 E possivel refazer a construcio de modo que se Leby(y(J)) = 0
entao Leby(J) =0, para todo intervalo J C [0,1]7

4.2.3
~ Holder-1/2

Definicao 4.1 Uma funcao f : X — Y entre dois espacos normados X
e Y satisfaz uma condicdo Holder (ou é Hdélder-continua) quando existem

constantes nao-negativas C, « tais que

|f(z) = f(y)| < Clz —y|*,

para todos x,y € X.

Nesse caso, [ é chamada Holder-o (ou a-Hélder).

A construgao de Hilbert é uma curva Holder-1/2. De fato, isso é o melhor que
se pode obter, ja que nenhuma curva de Peano pode ser Holder-a para o > 1/2
(ver (Bu96))).
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4.3
Fazendo v ser Holder

Pela natureza da nossa construgdo (que percorre luas cada vez mais
achatadas em tempos menores), é bastante provavel que ela nao seja Holder-«
para nenhum «. No entanto, pode ser possivel refazer a construcao com mais
cuidado para ganharmos essa propriedade.

Uma outra ideia seria tirar as condi¢oes C'*° das luas e da construcao da
sequéncia de curvas e substituir por C*. Isso pode reduzir o niimero de fati-

amentos necessarios, permitindo que a construcao tenha alguma propriedade
Holder.

Problema 4 Permitindo que o bordo seja C* (e nao mais C*), é possivel

construir uma curva com as propriedades da nossa que seja Hélder-continua?

4.4
Outras ideias

Duas sugestoes (talvez relacionadas) de outros possiveis conceitos de
tangéncia de uma curva continua a um campo continuo de dire¢oes sao as

seguintes:

— Buscar definir tangéncia em um sentido de distribui¢ées (ou correntes) a

la Schwartz.

— Dadas uma curva continua v : I — R? e uma Il-forma w no plano
que depende apenas continuamente do ponto, buscar definir um trabalho
W (v,w). Deseja-se que esta definicdo seja invariante por reparametri-
zagoes positivas da curva, e que coincida no caso diferenciavel com a
defini¢ao usual W(w, ) = f,y w. Entao podemos definir v como tangente
ao campo de dire¢oes X se W(y,w) = 0 para toda 1-forma w que se

anule sobre X (isto ¢, tal que w,(v) =0 se v € X(p)).

Fica como pergunta se seguindo estas ideias é possivel encontrar um conceito

de tangéncia satisfatorio no sentido expressado no Capitulo [Bl
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