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Medias aritméticas disfarcadas

Média aritmética M4(z,y) = (x + y)/2.
Média geométrica Mg (z,y) = /ry (definida em R™.)
A média geométrica € uma media aritmética disfarcada:

logx + logy

log \/xy = 5
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Medias aritméticas disfarcadas

Média aritmética M4(z,y) = (x + y)/2.
Média geométrica Mg (z,y) = /ry (definida em R™.)
A média geométrica € uma media aritmética disfarcada:

Me(z,y) = exp (Ma(log z,logy)) .

Ou seja, M difere de M4 por uma mudanca de
coordenadas.
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Medias aritméticas disfarcadas

Média aritmética M4(z,y) = (x + y)/2.

Média geométrica Mg (z,y) = /ry (definida em R™.)

A média geométrica € uma media aritmética disfarcada:
Me(z,y) = exp (Ma(log z,logy)) .

Dizemos que uma funcdo M : I x I — I é uma média
aritmética disfarcada (ou uma média quase-aritmética) no
Intervalo I C R se

M(z,y) = h™ (Ma(h(x), h(y))),

onde h : I — R € uma funcao continua estritamente
monotona (chamada conjugacao).

MAD = p. 2/30



Objetivo

A pergunta central da palestra é:
Quando uma funcéo é uma MAD?

MAD = p. 3/30



Mais exemplos?

A média harmonica também é MAD, via h(z) = 1/xz.
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Mais exemplos?
Outra meédia famosa € a meédia aritmetico-geométrica:

Mac(zo,y9) = limzx, = limy, onde
Ln+1 = MG(Ina yn)) Yn+1 = MA(.Tn, yn) .
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Mais exemplos?

Outra meédia famosa € a meédia aritmetico-geométrica:

Mac(zo,y9) = limzx, = limy, onde
Ln+1 = MG(Ina yn)) Yn+1 = MA(.Tn, yn) .

Exemplo:
Loy — 1, Yo — 2.
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Mais exemplos?

Outra meédia famosa € a meédia aritmetico-geométrica:
Mac(zo,y9) = limzx, = limy, onde
Ln+1 = MG(Ina yn)) Yn+1 = MA(.Tn, yn) .

Exemplo:
To = 1, Yo = 2, v1 = 1.414; Y1 = 1.5.
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Mais exemplos?

Outra meédia famosa € a meédia aritmetico-geométrica:
Mac(zo,y9) = limzx, = limy, onde
Ln+1 = MG(Ina yn)) Yn+1 = MA(.Tn, yn) .

Exemplo:

l | | | l
[ { I { \

MAD = p. 4/30



Mais exemplos?

Outra meédia famosa € a meédia aritmetico-geométrica:

Mac(zo,y9) = limzx, = limy, onde
Ln+1 = MG(Ina yn)) Yn+1 = MA(.Tn, yn) .

Seria essa uma MAD?
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Mais exemplos?

Outra meédia famosa € a meédia aritmetico-geométrica:

Mac(zo,y9) = limzx, = limy, onde
Ln+1 = MG(Ina yn)) Yn+1 = MA(.Tn, yn) .

Obs (irrelevante p/ a palestra). GauSsSs relacionou MAG com
Integrais elipticas (isso era util para calcular as tais integrais):

T T+
Macle: ) = 4 K@= et 1) D)
() — di

Jo VA1)
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Mz nao € MAD

Veremos 3 explicacoes para M 4, hao ser uma MAD:
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M 4o nao é MAD

Veremos 3 explicacoes para M 4, hao ser uma MAD:

(1?) Se fosse, Gauss
teria descoberto.

MAD = p. 5/30



Mz nao € MAD

Veremos 3 explicacoes para M 4, hao ser uma MAD:

(2%) Uma funcao f(x,y) € chamada homogénea se
f(tz, ty) = tf(z,y).

Teorema (Nagumo 1930, de Finetti 1931). Toda MAD
homogénea e da forma:

1/p
Mp(x,y)=< > > , p€R\{0}ou
Mo(z,y) = Mg(z,y)

(Ver [HLP].)
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Mz nao € MAD

Veremos 3 explicacoes para M 4, hao ser uma MAD:

A 32 explicacao € a mais simples, ndo depende do fato de
M 4o ser homogénea, e sera dada mais tarde.
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Mais variaveis

Analogamente, podemos definir uma MAD de n variaveis.

MAD = p. 6/30



Mais variaveis

Pergunta: Dada uma sequéncia de fungdes Ms(z1, x2), ...,
M, (xq,...,2,), ..., quando é que elas sao todas MADs
via a mesma conjugacao h?
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Mais variaveis

Pergunta: Dada uma sequéncia de fungdes Ms(z1, x2), ...,
M, (xq,...,2,), ..., quando é que elas sao todas MADs
via a mesma conjugacao h?

Uma resposta foi encontrada por Kolmogorov e Nagumo
(independentemente) em 1930: E necessario e suficiente
que a familia { M, } satisfaca:

1. Cada M,, € continua, estritamente crescente em cada
variavel, e simetrica.

2. M,(x,...,z)==.

3. My(x1,...,2,) = My(x,...,0,Tts1,...,T,) ONde
r= Mp(xi,...,25) € k <n.
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CondicOes necessarias para ser MAD

A prova do Kolmogorov—Nagumo € facil. Poder tirar a

media de um ndmero arbitrario de variaveis simplifica as
coisas.

De agora em diante, consideraremos apenas funcoes de
duas variaveis.
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CondicOes necessarias para ser MAD

Dizemos que M : I x I — I € uma média no intervalo
I CRse

1. M é continua;

2. M e estritamente crescente em cada variavel;
3. M e simeétrica: M(z,y) = M(y, x);

4. M(x,x) = .

Obviamente, toda MAD é uma media. A reciproca é falsa.
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Webs

Vejamos um problema classico de natureza semelhante ao
NOSSO.
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Webs

Vejamos um problema classico de natureza semelhante ao
NOSSO.

Definicao: Uma k-web e formada por k folheacdes
duas-a-duas transversais.

Exemplo: A 3-web do plano for-
mada pelas curvas de nivel das fun-

coes x, vy, (v +y)/2.
Esta 3-web é chamada trivial.
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Trivialidade de Webs

Todas as 2-webs no plano sao equivalentes entre si, via
mudancas locais de coodenadas.

ISso ndo e verdade para 3-webs:
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Trivialidade de Webs

Todas as 2-webs no plano sao equivalentes entre si, via
mudancas locais de coodenadas.

ISso ndo e verdade para 3-webs:

Teorema (Thomsen 1927). Uma 3-web no plano é
equivalente a trivial (via mudanca de coordenadas) se e sO
se e hexagonal.
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RelacOes entre os dois problemas

Se M é MAD entao a 3-web formada pelas curvas de nivel
de x, y, M(x,y) é hexagonal.

Mas néo é claro que a reciproca seja verdadeira. (Eu nao
sel.)

Deixemos as webs de lado. ..

Obs: d livro do Coldéquio 2009 sobre webs [J. V. Pereira,
L. Pirio].
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Mais uma condicao necessaria para
ser MAD

Seja M a média aritmética, e x, y dois pontos.

xr M(xvy) Y
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Mais uma condicao necessaria para
ser MAD

Seja M a média aritmética, e x, y dois pontos.

T M(z, M(z,y)) M(z,y) My, M(z,y)) y

Temos:

M (M (z, M(z,y)), ) = M(x,y)
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Mais uma condicao necessaria para

ser MAD
Seja M a média aritmética, e x, y dois pontos.
x M (x, M(x,y)) M (z,y) M (y, M(z,y)) y
Temos:
M (M (z, M(z,y)), ) = M(z,y)

Esta equacao vale identicamente para qualquer média
aritmética disfarcada M.
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Mais uma condicao necessaria para

ser MAD
Seja M a média aritmética, e x, y dois pontos.
x M (x, M(x,y)) M (z,y) M (y, M(z,y)) y
Temos:
M (M (z, M(z,y)), ) = M(z,y)

Esta equacao vale identicamente para qualquer média
aritmética disfarcada M.

Esta equacao funcional sera chamada condicao de
balanceamento.
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32 explicacao (a mais simples) para

M 4 nao ser MAD

Fazemos um teste para ver se M, . € balanceada:

M(M(:U,M(:U,y)),M

A resposta e nao.

r=1

Yy = 2
M(x,y) = 1.456791
M(z,y)) = 1.217662
( x,y)) = 1.717642
(z,y))) = 1.456909
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A condicao ¢ suficiente?

Sera que toda meédia balanceada é aritmética
disfarcada?

MAD = p. 13/30



Literatura

Vamos escrever M(x,y) = x o y.

Condicao de medialidade:

(zoy)o(zow)=(roz)o(youw). (1)

Teorema (Aczél 1948). Uma média e aritmética disfacada
se e sO se vale (1).
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Literatura

Vamos escrever M(x,y) = x o y.

Condicao de medialidade:

(zoy)o(zow)=(roz)o(youw). (1)

Teorema (Aczél 1948). Uma média e aritmética disfacada
se e sO se vale (1).

Colocando w = z em (1), obtemos uma condicao mais
fraca, chamada auto-distributividade (braids. . .):

(roy)oz=(roz)o(yoz). (2)

Teorema (Knaster, Ryll-Nardzewski 1949). Uma meédia &
aritmética disfacada se e so se vale (2).
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RelacOes entre as 3 condicoes

Obs: Se mostra “abstratamente” que as condicOes (1) e
(2) sao equivalentes (sob a hipotese de que o € média).

Substituindo z = x o y na condicao de auto-distributividade

(zoy)oz=(roz)o(yoz) 2)

obtemos a condicao de balanceamento:

zoy=(zo(zxoy))o(yo(zroy)) (3)
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RelacOes entre as 3 condicoes

Obs: Se mostra “abstratamente” que as condicOes (1) e
(2) sao equivalentes (sob a hipotese de que o € média).

Substituindo z = x o y na condicao de auto-distributividade

(zoy)oz=(roz)o(yoz) 2)

obtemos a condicao de balanceamento:

zoy=(zo(zxoy))o(yo(zroy)) (3)
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Suficiéncia da condicao (1)

A prova do Teorema de Aczél e facil e natural:
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Suficiéncia da condicao (1)

A prova do Teorema de Aczél e facil e natural:
Escolha dois pontos ay < a; ho dominio de M.
Corte o intervalo [ag, a;| N0 ponto a; ; := M(aop, a1).
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Continuando assim, definimos a, para todo racional
diadico r € |0, 1].
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Suficiéncia da condicao (1)

A prova do Teorema de Aczél e facil e natural:
Escolha dois pontos ay < a; ho dominio de M.

Corte o intervalo [ag, a;| N0 ponto a; ; := M(aop, a1).
Corte o intervalo |ag, a1 /2] NO ponto a4 := M (ao, ai/2),
e o intervalo [a; /3, a1] No ponto az,y := M(ay/2,a1).
Continuando assim, definimos a, para todo racional
diadico r € |0, 1].

Usando a hipotese (1), mostramos qgue

M (ay,as) = a@+s)/2, ¥ 7, s diadicos.
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Suficiéncia da condicao (1)

A prova do Teorema de Aczél e facil e natural:
Escolha dois pontos ay < a; ho dominio de M.

Corte o intervalo [ag, a;| N0 ponto a; ; := M(aop, a1).
Corte o intervalo |ag, a1 /2] NO ponto a4 := M (ao, ai/2),
e o intervalo [a; /3, a1] No ponto az,y := M(ay/2,a1).
Continuando assim, definimos a, para todo racional
diadico r € |0, 1].

Usando a hipotese (1), mostramos qgue

M (ay,as) = a@+s)/2, ¥ 7, s diadicos.

Usando que M e média, mostramos que a funcao

h:r — a, Se estende a um homeomorfismo
h:lag,a1] — [0, 1].
Esta € a conjugacao procurada. ‘7
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E com a condicao de balancemanto
(3)?

Podemos tentar a mesma prova:
1% etapa: Escolhemos ay, a1, calculamos a ;.
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E com a condicao de balancemanto
(3)?

Podemos tentar a mesma prova:
1% etapa: Escolhemos ay, a1, calculamos a ;.

2% etapa: Calculamos a4, ag)a.
Por (3), M(CLl/4, a3/4) — ay1/2.
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E com a condicao de balancemanto
(3)?

Podemos tentar a mesma prova:
1% etapa: Escolhemos ay, a1, calculamos a ;.

2% etapa: Calculamos a4, ag)a.

Por (3), M(ai/4,a3/4) = a1/2.

3% etapa: Calculamos ay s, as/s, as/s, az/s.

E possivel mostrar p.ex. que M (ay/s,as/8) = ag)s.

?

Mas n&o consigo mostrar que | M (aq /s, a7/s) = a1/2 |
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E com a condicao de balancemanto

Podemos tentar a mesma prova:

1% etapa: Escolhemos ay, a1, calculamos a ;.

2% etapa: Calculamos a4, ag)a.

Por (3), M(CLl/4, a3/4) — al/g.

3% etapa: Calculamos ay s, as/s, as/s, az/s.
E possivel mostrar p.ex. que M (ay/s,as/8) = ag)s.

Mas ndo consigo mostrar que

?

M(a1/87a7/8) = ay/2 |

Com algum esforco, consigo mostrar gue

M (ar,as) = ai+s)/2 desde que
nao mais do que isso...

r—s|=2"nezZ

(3)?

mas
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Contra-exemplo

Teorema | (Aumann 1937). Existe uma media balanceada
gue nao é aritmeética disfarcada.

Vollkommene Funktionalmittel und gewisse Kegelschnitteigenschaften.
Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelle) 176 (1937), 49-55.
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Contra-exemplo

Teorema | (Aumann 1937). Existe uma media balanceada
gue nao é aritmeética disfarcada.

Vollkommene Funktionalmittel und gewisse Kegelschnitteigenschaften.
Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelle) 176 (1937), 49-55.

Sera que isso quer dizer que a condicao de
balanceamento € menos interessante?
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Funcoes mais regulares

Teorema Il (Aumann 1935). Toda média balanceada
analitica é aritmética disfarcada.
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Funcoes mais regulares

Teorema Il (Aumann 1935). Toda média balanceada
analitica é aritmética disfarcada.

Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente. |. Mathematische Annalen 109
(1933), 235-253. (Habilitationsschrift)

Grundlegung der Theorie der analytischen Analytische Mittelwerte.
Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften (1934), 45-81.

Uber die Struktur der analytischen Konvexitaten.
Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften (1935), 71-80.

Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente. Il. (Analytische Mittelwerte)
Mathematische Annalen 111 (1935), 713-730.
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Funcoes mais regulares

Teorema Il (Aumann 1935). Toda média balanceada
analitica é aritmética disfarcada.
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Prova do Teorema Analitico?

M meédia analitica =

T+
2

M(x,y) = + P(x,y) + h.o.t.

P(x,y) € um polindbmio homogéneo simétrico de grau n
(|n/2] graus de liberdade).
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¢ = M(z,y) =
&=D0(r,9) =
c= My, ¢) =

M(%, &) =

Prova do Teorema Analitico?

x;y+P@”0+hat
3 1
S oty (575
r+3y 1 xr+y
—P P h.o.t.
$+y+1p( )+1P x+y
—P(x —Plz
R A I
1 T+ vy 3r+1y x4+ 3y
—P P h.o.t.
2 (y 2 )+ ( 1 4 )+ 7
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Prova do Teorema Analitico?

Impondo a condi¢c&o de balanceamento ¢ = M (&, #),
caimos em um sistema linear para os coeficientes do
polinbmio P(z,y).
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Prova do Teorema Analitico?

Impondo a condi¢c&o de balanceamento ¢ = M (&, #),
caimos em um sistema linear para os coeficientes do

polinbmio P(z,y).
Contas = 0 espaco de solucdes € unidimensional:
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Prova do Teorema Analitico?

Impondo a condi¢c&o de balanceamento ¢ = M (&, #),
caimos em um sistema linear para os coeficientes do
polinbmio P(z,y).

Contas = 0 espaco de solucdes € unidimensional:

-5 (3) %

Mudando de coordenadas via o difeomorfismo local
h,(x) = x 4+ cz™, matamos 0s termos de grau n.
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Prova do Teorema Analitico?

Impondo a condi¢c&o de balanceamento ¢ = M (&, #),
caimos em um sistema linear para os coeficientes do
polinbmio P(z,y).

Contas = 0 espaco de solucdes € unidimensional:

-5 (3) %

Mudando de coordenadas via o difeomorfismo local
h,(x) = x 4+ cz™, matamos 0s termos de grau n.

Repetindo iISSO sucessivamente para os grausn = 2,3, ...,
encontramos uma serie formal h = limhy o hz o - -- o h,, que
conjuga M com a media aritmética. (Os coeficientes de
cada grau fixado estabilizam.)
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Formal néo é legal

E possivel provar o Teorema Il achando uma (outra)
sequéncia de conjugacoes sucessivas que tal que
ho o hg o --- 0 h, de fato converge para uma funcao

analitica, usando o méetodo KAM
(Kolmogorov—Arnold—Moser, 1954-. . .).
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Formal néo é legal

E possivel provar o Teorema Il achando uma (outra)
sequéncia de conjugacoes sucessivas que tal que
ho o hg o --- 0 h, de fato converge para uma funcao

analitica, usando o méetodo KAM
(Kolmogorov—Arnold—Moser, 1954-. . .).

Porém Aumman tem uma maneira muito mais simples.
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Trugue de Aumann

ldéia: Conjugar para fazer M ficar tangente em 22 ordem a
M, em toda a diagonal A = {(z,z)}.

0°M

M(z,y) simétrica = Ky (z) := o
X

Yy=x
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Trugue de Aumann

ldéia: Conjugar para fazer M ficar tangente em 22 ordem a
M, em toda a diagonal A = {(z,z)}.

0’ M
Ox?

y=x

Como K se transforma por mudanca de coordenadas?

N(§,m) =h (M(h™ (&), (n)) =

M (,y) simétrica = Ky (z) =

N (x) f{N(h(x)z — _% . Z/,/((;C)) + Ky ()
que?gzo SN——
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Trugue de Aumann

Impondo K = 0, obtemos a equacao diferencial

d . ~ .
- log h'(x) = 4Ky (x), cuja solugdo geral é
X

hz) = / exp [4 / t Kar(u) du] dt

Obs: O efeito de alterar xq, 1 € substituir 2 por afimo h
(como esperado).

Portanto podemos supor | K, = X

Ox2

0|

Y=x
Aumann chama tal M de entzerrt (alisada?).
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Fim da Prova do Teorema Analitico

Vimos que M analitica balanceada =

T + x" T + " n
M(x,y) = 2y+c[?—< 2y> +%]+h.o.t.

Supondo M ja alisada:

0°M n(n —1)z" 2
0= Ky = =c-
M2 | c 4
Y=x
Logoc=0e
r+y
M(z,y) =

MAD = p. 24/30



Contra-exemplos (nao-analiticos)?

Agora vejamos o Teorema I balanceada % MAD.

Obs: Existem guase-contra-exemplos explicitos que nao

sao estritamente monotonos:
M (0, x)

1/2

1/4

1/8

- 1/8 1/4 3/8 1/2 3/4 1

M e M sao invariantes por translacoes.
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ldéia da construcao de contra-ex

y -
Buscamos exemplos satis-

fazendo

T+
2

M(:C,y) —

se|r—y|=2"n¢€Z.

X

ldéia: Suponha M (z,y) conhecida na faixa ; <y — = < 3.
Sob certas condicdes (M C*'-proxima de (x + y)/2), isso
determina unicamente M (x,y) nafaixa : <y —z < 1.
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Como subir de faixa?

Se M (z,y) é conhecidanafaixa ; <y —z < 3:eé
C'-proxima de (z + y)/2, entdo dados (z,y) na faixa
1 <y —x <1, determinamos unicamente z = M (x,y)
resolvendo a equacao implicita

M(M($, 2), M(z, y)) = 2.

x M (x, z) z M(z,y) Yy
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Achando o contra-exemplo

Apeser de nao sabermos se a
operacao “subir de faixa” € in-
vertivel, é possivel mostra que
3 orbita bi-infinita que n&o a tri-
vial (M4). Assim mostramos
gue existe uma média balance-
ada nao-MAD M.

Além disso:

M é Lipschitz (limite C° (controlado) de func¢des C1),
M nao é C3;
M é invariante por transla(;t”)es (ou homogénea, se quiser).
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Perguntas

12. Em que classe de diferenciabilidade esta a fronteira
entre os dois fendbmenos? Talvez C?4?

MAD = p. 29/30



Perguntas

12. Em que classe de diferenciabilidade esta a fronteira
entre os dois fendbmenos? Talvez C?4?

22. Alguem sabe aleméao?
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Perguntas

12. Em que classe de diferenciabilidade esta a fronteira
entre os dois fendbmenos? Talvez C?4?

22. Alguem sabe aleméao?

3%. Podemos tratar outras equacaoes funcionais?
Exemplo: Qualquer MAD M (x,y) = x o y satisfaz:

T o = (zo(zoy))o(roy)

x xo(xoy) Toy Yy

Provar o teorema analitico correspondente € um problema
de algebra lineatr.
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Fim

Obrigado!

MAD = p. 30/30
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