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1 Preliminares

1.1 Espagos métricos completos

Definigao 1.1. Uma métrica num conjunto X é uma fungdo d: X x X — Ry
que satisfaz as seguintes condigoes:

1. d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y;
2. d(z,y) = d(y,x) para todo z, y € X;
3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, ) para todo z, y, z € X.

Definigdo 1.2. A bola de centro a e raio r num espago métrico (X,d) é o
conjunto B(a,r) = {z € X;d(a,z) < r}.

Definigao 1.3. O didmetro de um espago subconjunto limitado nao-vazio A de
um espago métrico (X, d) é dado por diam A = sup{d(z,y);z,y € A}.

Definigao 1.4. Um espaco métrico é um conjunto munido de uma métrica.

Definigao 1.5. Seja (X, d) um espago métrico e A C X um subconjunto deste
espaco. Chamamos de fecho de A o conjunto A dos pontos x € X tais que,Vr >
0, B(z,r) N A # 0.

Definigao 1.6. A fronteira de um conjunto X ¢ a parte comum ao fecho de A

e seu complementar, ie. Fr(A) = A — A . Também denotamos a fronteira de
um conjunto A por JA.

Definigao 1.7. Dado uma sequéncia de pontos {x,,}, dizemos que z,, converge
para z se, dado qualquer € > 0, existe um N tal que se n > N entdo |z, —z| < €.

Definig¢ao 1.8. Uma sequéncia de pontos x1, xs2,Ts,... em um espago métrico
¢é dita de Cauchy se, dado qualquer nimero real € > 0, existe um inteiro positivo
N tal que d(pn,pm) < € para quaisquer m,n > N.



Defini¢ao 1.9. Um espago métrico (X, d) é dito completo se toda sequéncia de
Cauchy de pontos de X converge para um ponto de X.

1.2 Contracoes

Definigao 1.10. Dado um espago métrico (X,d), uma funcao T : X — X ¢é
chamada uma contra¢ao se existe um A com 0 < A < 1 tal que

d(T(x), T(y)) < Ad(z,y).

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Se X € um espago métrico
compacto e T : X — X € uma contracao, entao T tem um tunico ponto fixo, .
Além disso, para qualquer xg € X, a sequéncia (x,) definida indutivamente por
Tny1 = T(xy) converge para T.

Demonstracao. A prova é simples e pode ser encontrada em qualquer livro de
espacos métricos. O

1.3 Convexidade

Definigao 1.11. Um conjunto X C R™ é dito convexo se, para todo x,y € X
e para qualquer t € [0, 1], o ponto (1 — t)x + ty estd em X.

Definig¢ao 1.12. Um conjunto nao-vazio C' C R™ é chamado um bom convexo
se possui as seguintes propriedades:

1. C é convexo.
2. C é limitado.

3. Existe um subespaco afim H C R" contendo C tal que C' é aberto relati-
vamente a H.

Observacgao 1.13. Seja T : R™ — R™ uma bije¢ao afim. Se C' € um bom convexo,
entdo T(C) é um bom convexo.

2 A Métrica de Hilbert

2.1 Dimensao 1
Lembramos que a fungao tangente hiperbolica, dada por

ez _e—z
tanhz = ——, z eR.
et e %

é uma bijec¢do continua de R sobre o intervalo (—1, 1), com inversa

1 1
arctanhy = 3 log ty ye (—1,1).
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Figura 1: A funcao arco-tangente hiperbdlica.
Definigao 2.1. Seja I C R um intervalo aberto limitado, e seja f a tinica bijecao
afim crescente de I para (—1,1). A métrica de Hilbert d; em I é definida por:
dr(z,y) = 2|arctanh f(x) — arctanh f(y)|.

Evidentemente as condigoes da definicao 1.1 sao satisfeitas.

Vamos achar uma féormula mais simples para dj: Consideramos I = (a,b)
um intervalo aberto limitado qualquer. Seja f(z) = az + 3, e escolhemos « e 3
para ter f(a) = —1 e f(b) =1, isto é,

2
. B:a—i—b
a—2>

Portanto, f ¢ uma (e, de fato, a tnica) bijecao afim crescente de I para (—1,1).
Temos que:
dr(z,y) = 2|arctanh f(y) — arctanh f(z)]

arctanh LH — arctanh LH
b—a b—a

2y —2a 2b—2x
= log .
20 -2y 2x—2a

Finalmente, supomos sem perda que a < x < y < b,

y—a b—=x
d<a,b>(w,y)1og(za : by)

Portanto:

d(a,b) (ZL', y) =2

Observagio 2.2. A expressio entre parénteses é chamada o cross ratio dos pon-
tos a, x, y, b.



Observagao 2.3. Note que esta quantidade é decrescente como funcao de a ou
de x, e crescente como fungao de b ou de y.

Observagao 2.4. Dado um segmento de reta I no espago R", também podemos
definir a métrica de Hilbert em I: basta usar uma parametrizagao afim do
segmento.

2.2 Principio do Observador

Teorema 2. Considere dois segmentos (a,b) e (a’,b’) no plano. Fize um ponto
O fora das retas que contém esses segmentos. Seja x,y € (a,b) e x’,y’ € (a',V')
tais que O, x,x’ sao colineares e O,y,y" sdo colineares (vide figura 1). Entao:

d(a,b) (:Ea y) = d(a’,b’) (.Z'/, yl)

Figura 2: Invariancia da Métrica de Hilbert: dqp)(z,y) = d(a/,b/)(x/7 y').

Demonstragao. Seja h como na figura 3. A area do tridngulo Oax pode ser
expressa como:

1 1
>+ lle—allh = 2 - sin £(Ox,0a) - Oz - | Oal

Sabemos que:
_lly—all [b—=|

le—all o -yl

exp d(a,b) (‘Ta y)

Portanto,

expd s (o.y) = 5240800 Oyl [Oall _sin £(Ox, Ob) - [Oz]- | Ob]
PUab Y = S0 d(Ow, Oa) - ||O2][ - |Oal| ~ sin £(Oy, Ob) - [Oy][ - O]

Donde segue que:

di ) (@y) = lo sin £(Oy, Oa) _sin £(Oz,00b)
(@O Y) =108 §n£(Ow, Oa) sin £(Oy, Ob)
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Figura 3: Invariancia da Métrica de Hilbert.

Logo, a distancia pode ser calculada através dos dngulos, apenas. Como estes
angulos nao se alteram substituindo-se a, z,y,b por a’,z’,y’, b concluimos que
vale o teorema. O

Adendo 3. Na situagdo da figura 4, continua valendo a formula diq ) (z,y) =
diar py(#',y"). Esta propriedade pode ser obtida do teorema 2 fazendo o ponto
O tender a infinito.

Mb/
]
o —

Figura 4: O Caso do Observador no Infinito.

Observagao 2.5. O teorema expressa a invaridncia da métrica de Hilbert por
transformagoes projetivas.



2.3 Dimensao n

Definigao 2.6. Considere um bom convexo C' € R™. Vamos definir d¢, a
métrica de Hilbert em C. Trace a reta r em R™ que passa por dois pontos
z,y € C e chame de a e b os pontos pertencentes & fronteira de C tal que
a,b e CNr, como na figura 5.

-

C

Figura 5: Dimenséo n.

Entao a distancia entre x e y dada pela métrica de Hilbert se reduz ao caso
unidimensional, e ¢ definida por

dC (SC, y) = d(a,b) (SC, y)

E claro que as condigoes 1 e 2 da definicao 1.1 sao satisfeitas; porém a
condi¢ao 3 nao é trivial e necessita de uma prova. Antes disso, fazemos duas
observagoes.

Observagao 2.7. Repare que se z,y,z € C estao alinhados e y esta entre x e z
(como mostra a figura 6), entdo vale a propriedade da retidao, ie.:

d(z,2) = d(z,y) +d(y, 2)

Figura 6: Propriedade da Retidao

Observagao 2.8. Pelas propriedades da métrica de Hilbert, é facil deduzir que:

y — 0C = do(z,y) — o0



Teorema 4 (Desigualdade Triangular). Dado um bom convexo C C R™ e trés
pontos x,y, z € C' quaisquer, vale que:

d(z,y) + d(y, 2) > d(z, 2)

Demonstracgao. Fixe trés pontos z,y,z em C. Podemos supor que nao sao
colineares. Seja (a,b), respectivamente (¢, d), (h,g), o maior segmento contido
em C contendo (z,y), respectivamente (y,z), (z,2). Considere as retas que
contém os segmentos (a,c) e (b,d). Suponha que essas retas se intersectam em
um ponto O (o caso de retas paralelas é anélogo, usando o adendo 3). Sejam os
pontos w, e, f e o quadrilatero L como na figura 7.

Figura 7: Desigualdade Triangular

Pelo teorema 2,

do(z,y) = diap) (T, Y) = die,p) (T, W)
Analogamente,
de(y, 2) = de,p) (0, 2)
Pela propriedade da retidao:
de(z,y) + de(y, 2) = die,p) (@, w) + die,5)(w, 2) = de f (2, 2) = dr(z, 2)

Como (h,g) D (e, f), temos que, pela definigdo da métrica de Hilbert e pela
observagdo 2.3 , d(x, z) > dc(x, z). Disso segue, finalmente, que:

de(z,y) +do(y, z) = dp(z,2) > do(z, 2). O



2.4 Completude

Teorema 5. Se C C R™ é um bom convezo entio o espago métrico (C,d¢c) é
completo.

Demonstragao. Para mostrar que um espago métrico é completo, é suficiente
mostrar que toda sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia que converge.

Seja C' um bom convexo. Tome uma sequéncia 1, 2, ... em C que é de Cau-
chy em relagao & métrica dco. Seja z um ponto de acumulacao desta sequéncia
em relagdo a métrica euclidiana. Entao z € C.

Vejamos que necessariamente z € C, isto é, z nao pode estar na fronteira de
C. Fixando € = 1 na defini¢ao de sequéncia de Cauchy, obtemos que AN tal que
Zn € B(zn,1) Vn > N. O fecho euclidiano de qualquer bola na métrica d¢ néo
intersecta a fronteira de C. Assim, vale z ¢ F'r(C), como tinhamos afirmado.

Se Ty, , Tn,, ... € uma sequéncia que converge na métrica euclidiana a z € C,
entao também vale convergéncia na métrica de Hilbert; isso é consequéncia da
formula para de. O

2.5 Invaridncia por Transformacgoes Afins
Teorema 6. Seja T : R™ — R™ uma bijecao afim, isto é, uma bijecao da forma

T(x) = L(z) + b onde L € linear. Seja C C R™ um bom convexo. Entao

dC(‘Tay) = dT(C)(T(‘T)’T(y)) Va,y € C.

Demonstragio. Suponha um bom convexo C, e os pontos a, ,y,b € C (como na

figura 8). Considere também a transformacéo afim 7', com os respectivos pontos

T(a),T(x),T(y),T(b) € T(C). Tome como f a funcdo afim que leva pontos de

(a,b) em (—1,1) e a funcdo g que leva os pontos de T'((a,b)) em (—1,1).
Entao goT = f. Disso segue que:

dr(c)(T(2), T(y)) = dir (@), (T(2), T(y))
= 2| arctanh g(T'(z)) — arctanh g(7'(y))|
= 2| arctanh f(x) — arctanh f(y)|

= d(a,b) (ZL', y)
= dC(‘Ta y) U

3 Desigualdade de Birkhoff
Teorema 7. Sejam C e D bons convexos. Se C C D, entio
dD(zay)S)\dC(xvy) VZ',’IJEC

onde \ = tanh i diamg, C' < 1.



T(C)

Figura 8: Invariancia por Transformagoes Lineares.

Figura 9: Desigualdade de Birkhoff.



Demonstragdao. Provaremos o teorema por casos. Primeiramente provaremos
que o teorema vale para intervalos centrados. Em seguida provaremos para
intervalos quaisquer. Finalmente, provaremos o caso geral.

1° caso. Suponha que os bons convexos C' € D sao segmentos de mesmo centro
euclidiano. Podemos aplicar uma tranformacao afim nos conjuntos de forma
a levar D no intervalo (—1,1) e C' no intervalo (—a,a) com 0 < a < 1. Por
simplicidade, escreveremos D = (—1,1) e C = (—a,a). Seja x,y € (—a,a), com
x < y. Entao para D temos que:

d(—1,1)(z,y) = 2| arctanhy — arctanh z|

Lembrando que d%(arctanh x) = ﬁ, temos que

Yol
2| arctanhy — arctanhz| = 2 - ——dz
1—22

x

Chamemos de h(z) a fungdo 5.
Agora para C temos:

d(—q,qa)(7,y) = 2| arctanh f(y) — arctanh f(z)]

onde f(z) = Z, pela defini¢do 2.1. Portanto,

a”ly 1 Y a~ !
2| arctanhf(y) — arctanhf(ac)| =2- /117lm md’w =2- /m Wdz

Chamemos de g(z) a fungao %

Note que:

h(z) 1—2%a72 _a.(12—2>

p(z) = g9(2) - a"1(1—22) 1—22

E como 0 < a < 1, segue que max p(z) = p(0) = a e, portanto,

h(z) < ag(z).

Integrando de z a y obtemos dp(x,y) < a-deo(z,y).

Observagao 3.1. Repare que, neste caso, o A da formula de Birkhoff vale a, pois
diamg,, C' = 2(arctanh(a) — arctanh(—a)) = 4 arctanh(a).

2° caso. Consideramos um caso mais geral onde os bons convexos D e C sao
segmentos quaisquer, com C C D. Vamos reduzir este caso ao anterior usando
o Principio do Observador, (ie. teorema 2).

Sejam a e b os pontos extremos do intervalo D, e sejam a’ e b’ os pontos
extremos do intervalo C'; como mostra a figura 10. Chame de z o ponto central
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Figura 10: 2° Caso da Desigualdade de Birkhoff.

do intevalo C' em relagdo & métrica dp, ie. dp(a’,z) = dp(z,b'), e seja O um
ponto fora da reta que contém D tal que £(Oa, Oz) = £(0z, Ob).

Seja r uma reta que corta a reta Oz ortogonalmente em um ponto (. Seja «
(respectivemente o', 3, ) a intersecao da reta r com a reta Oa (respectivamente
Od/, OV, Ob). Entao os segmentos (o, 3) e (¢/, /') tém o mesmo centro
euclidiano, a saber (. Como o caso para intervalos centrados ja foi provado,
provamos, por conseguinte, sua generalizagao.

3° caso. Para provar o caso geral, tome dois bons convexos D e C, com C' C D.
Considere dois pontos z,y € C, e a interse¢ao da reta passando por esses pontos
com OC' e 0D, que chamaremos de a,b e a, 3 respectivamente (como na figura
11).

Entao basta notar que:

dp(w,y) = dia,p) (7, y) (por definicao)

1 . o
< |tanh 1 diamg,, , (a, b)} da,p)(T,Y) (pelo 2° caso)

1. o
< |tanh 1 diamg,, , (a, b)} do(x,y) (por definicao)

1
< |tanh 1 diamg,, C] de(z,y)

O 1ltimo passo se justifica pois diamg,, C' é dado pelo supremo da distancia
entre dois pontos quaisquer em C, ndo necessariamente em (a,b). Isto fica
ilustrado na figura 11 pelo segmento de reta pontilhado.

O
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Figura 11: 3° Caso da Desigualdade de Birkhoff.

Teorema 8 (Propriedade da Contragao por Transformagoes Lineares). Sejam
C C R*" e D C R™ bons convexos. Seja T : R — R™ wuma transforma-
¢ao linear tal que T(C) C D. Entao existe N\ < 1 tal que dp(T(x),T(y)) <
Me(z,y), Ve, y € C.

Observagio 3.2. No caso em que D = C, a restricao de T' a C define uma
contracao na métrica dc¢.

Demonstragao. Seja A dado pela Formula de Birkhoff para o par de convexos
D > T(C). Entéo Vz,y € C,

dp(T'(x),T(y)) < Adrc)(T(x), T(y))

Pela invariancia para transformacoes lineares (teorema 6),

dT(C) (T(x)a T(y)) =dc (l‘, y)

Isso prova o teorema. O

4 Teorema de Perron-Frobenius e Aplicacoes

Nesta se¢ao iremos desenvolver os raciocinios teéricos de maneira mais informal,
tendo em vista algumas aplicagoes.
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4.1 Passeios Aleatoérios

Vamos tratar, inicialmente, de um passeio aleat6tio em um ambiente finito. Se
um individuo esta na célula j no tempo t, entéo ele pula (no tempo ¢+ 1) para
uma das células 1,2, ...n, sendo que a probabilidade do individuo pular para a
célula i é dada por p;;.

Definigao 4.1. Uma matriz é dita matriz coluna-estocdstica se:
L. pij 2 0;
2. Yinpi =1

Definigao 4.2. Chamamos de simplexo standard (n — 1) dimensional aberto o
conjunto A = {(z1,...,z,);2; > 0Vi; > o pij = 1}.

Definicao 4.3. Chamamos de simplevo standard (n — 1) dimensional fechado
o conjunto A = {(z1,...,z,);2; > 0Vi; i, =1}

Proposigao 4.4. O simplezo standard fechado € invariante por qualquer matriz
coluna-estocdstica, ie. M(A) C A.

Demonstragdao. Queremos provar que, se aplicarmos M a um vetor, o vetor resul-
tante estard dentro do simplexo standard fechado. Assim, se M(z1,...,7,) =
(Y1, ---,Yn), queremos mostrar que (y1,...,yn) € A.

AR"

\/

Figura 12: O simplexo standard fechado ¢ invariante por M.

Considere um ponto (z1,...,z,) € A. Para mostrar que y estara dentro do
simplexo, precisamos atender as duas condigoes da definicao 4.3. A primeira é
trivial pois, como p;; e x; sao nao-negativos, segue que:

n
Yi = Zpijxj >0
j=1
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Para provar a segunda condigao, reparamos que:

n

Z Yi = Z Zpijwj

=1 i=1 j=1

.

Logo,y = Mx € A.
O

Agora sera possivel entender como funcionara o caminho do individuo nao s6
no tempo ¢t = 1, mas também quando ¢t = 2,¢ = 3,.... Para tanto, precisaremos
calcular a matriz M multiplicada por si mesma vérias vezes.

Observacio 4.5. Indicaremos M* por (pz(f))

Dessa forma, p( )¢ a probabilidade do individuo estar na célula ¢ no tempo
k, dado que ele estava na célula j no tempo 0.

4.2 Matrizes Irredutiveis

Definicao 4.6. Uma matriz coluna-estocéstica M = (p;;) é chamada irredutivel

se dk > 1 tal que p(l-c) > 0 Vi, j.

)

Observacao 4.7. Usaremos matrizes irredutiveis para garantir que, depois do
tempo k, o individuo possa estar em qualquer lugar.

4.3 Teorema de Perron-Frobenius para matrizes coluna-
estocasticas
Teorema 9. Se M ¢é coluna-estocdstica irredutivel, entdo existe um inico v, €

A tal que M(v.) = vy (ou seja, um ponto fizo). Além disso, lim,, oo M™(v) =
vx para qualquer v € A (ou seja, o ponto fixo é atrator).

Observagao 4.8. v, € autovetor de M com autovalor 1.

Demonstracao. Se k = 1, o teorema sai direto da Propriedade da Contragao
para Transformagoes Lineares (teorema 6).

Para k qualquer, seja v, o Gnico vetor em A tal que Mk(v*) = v,. Sabemos
que M*"(v) — v, Yo € A quando n — oo. Entao

14



Mk”H(v) = Mk”(MU) — Uy
Mk”JrQ(v) = Mk”(MQU) — Uy

Mkn+(n—1) (’U) — Mkn(Mn—l,U) o,
Logo, M~ (v) — v, quando N — co. E, por continuidade,
M(v,) = M(lim M™v) = lim M" 'y = v,

Portanto, v, é ponto fixo. O

4.4 Google e o PageRank

O Google é um site de buscas criado em 1998 por Sergei Brin e Lawrence Page.
E atualmente a pagina mais visitada em toda a rede, atingindo até 300 milhdes
de buscas diarias. Nesta se¢ao investigamos como funciona o algoritmo basico
por tras do Google, chamado de PageRank, que ordena os resultas das buscas.
O Google guarda uma matriz coluna-estocastica que contém as probabilida-
des de um surfista aleatério, estando num site j, pular para um site ¢ (através
de um link). O ponto fixo desta matriz de probabilidades constitui o vetor do
PageRank.
As componentes desta matriz sdo dadas pela seguinte formula:
1-6 €ij
bij = n + 4 k]
onde n ¢ o nimero de sites da internet, k; é o nimero de links no site j, €; é
uma func¢do que vale 1 se j apontar para i e 0 caso contrario, e § é o chamado
"damping factor”, que mede a chance de um individuo pular do site j para
qualquer outro site da internet (que nao necessariamente tem alguma relagao).
No caso do Google, eles usualmente colocam § = 0.85.

Observagio 4.9. A matriz M composta por componentes p;; é irredutivel, ja
J

que, por conta do "damping factor", p;; > 0, ie. o surfista tem chance de visitar

qualquer site, mesmo que nao haja links apontando para ele.

Observagio 4.10. A matriz M é coluna-estocastica, pois

n 1 n
izzlpij:(1—5)+5-k—j';6ij:1—5+(5:1

Desta forma, o Google compoe uma matriz M, com as propriedades que
estudamos em segoes anteriores. Do teorema 9, segue que Jv, € A tal que
Muv, = v,. Este v, representa o vetor PageRank, que possui todas as suas n
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coordenadas entre 0 e 1. Quando qualquer pesquisa é efetuada, o Google or-
ganiza os resultados de acordo com os valores das coordenadas correspondentes
de cada site.

Atualmente, o mecanismo do Google tornou-se muito mais complexo, le-
vando em conta mais de 200 sinais para ordenar suas buscas — muitos dos quais
sdo secretos!. Descrevemos acima o funcionamento do melhor destes sinais, o
PageRank. E, apesar da maior sofisticagao hoje, em 1998 era justamente assim
que o Google funcionava.
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