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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos e demonstramos uma versao do Teorema Ergoédico Multi-
plicativo de Oseledets para espacos de Lebesgue. Seguimos uma tradicdo de provas iniciada
por M. Raghunathan que explora o Teorema Ergodico Subaditivo de Kingman, o qual também
apresentamos e demonstramos. Pelo meio, analisamos o Teorema de Furstenberg-Kesten visto

como um corolario do ultimo e uma forma seminal do primeiro.

Palavras chave: Teoria Ergodica, Teorema Ergddico Multiplicativo, Teorema Ergddico Subadi-
tivo, Teorema de Furstenberg-Kesten, Fibrado Vetorial, Difeomorfismo, Cociclo Linear, Expoente

de Lyapunov, Decomposicao de Oseledets.






Abstract

In this dissertation, we present and prove a version of Oseledets’ Multiplicative Ergodic The-
orem for Lebesgue spaces. We follow an approach by M. Raghunathan exploring Kingman’s
Subadditive Ergodic Theorem, which we also present and prove. Along the way, we analyse

Furstenberg-Kesten’s Theorem, seen as a corollary of the last and a seminal form of the first.

Keywords: Ergodic Theory, Multiplicative Ergodic Theorem, Subadditive Ergodic Theorem,
Furstenberg-Kesten Theorem, Vector Bundle, Diffeomorphism, Linear Cocycle, Lyapunov Ex-

ponent, Oseledets Decomposition.
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Introducao

Motivacao e Historia

A Teoria Ergodica, area na qual se insere este trabalho, é a disciplina da Matematica que es-
tuda sistemas dinamicos munidos de medidas invariantes. Ha varias definigbes possiveis para
0 que se entende ser um sistema dinamico. Em geral, os seguintes elementos devem estar
presentes: um espaco de fase X, constituido pelos possiveis estados do sistema, que normal-
mente tem alguma estrutura extra (por exemplo topoldgica, mensuravel ou diferenciavel); um
tempo, que pode ser continuo ou discreto, extensivel apenas para o futuro ou simultaneamente
também para o passado; uma lei de evolugcao temporal, que nos indica os estados do sistema
num dado instante a partir dos estados do sistema em instantes anteriores. O objetivo geral
da Teoria de Sistemas Dinamicos é estudar a evolucao de tais sistemas com o tempo. Neste
trabalho, adotaremos um modelo de dinamica discreta. A lei de evolugcao temporal € neste caso
uma transformacao

T:X > X

que ao estado = € X no instante ¢ associa o estado 7'z no instante ¢ + 1. O tempo é assim
naturalmente modelado pelos nimeros naturais N, quando o processo é irreversivel ou ndo-
invertivel, ou entao pelos inteiros Z, quando estamos na presenca de uma dinamica reversivel
ou invertivel. O desafio genérico para o presente modelo € estudar o comportamento das érbitas
{T"x}nenz-

Para a Teoria Ergodica, o espaco de fase deve ser um espago de medida (X, A, i), nor-
malmente finita ou quando muito o-finita, preferencialmente com boas propriedades adicionais
- uma classe importante nesta area sao os chamados espacos de Lebesgue. Neste trabalho,

lidaremos apenas com espacos de probabilidade (i.e., aqueles em que (X)) = 1) que sao, por
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assim dizer, o prototipo dos espacos de medida finita. A transformacao 7' deve preservar a

estrutura mensuravel do espaco querendo isso dizer que
T '(E) e A, paratodo E € A.
A invariancia (ou preservagao) da medida significa assim que
w(T~HE)) = u(E), paratodo E € A.

A preservacao de uma medida per se fornece informacgao diversa sobre o sistema. Um exemplo
classico disso mesmo é devido a H. Poincaré quando estudava o movimento dos astros, no final
do século XIX. Este notou propriedades de recorréncia assinalaveis nos sistemas da Mecanica
Celeste, de facto validas para quaisquer sistemas com medidas invariantes, substanciadas no
seu célebre Teorema de Recorréncia. Este afirma que quase todos os pontos de um conjunto

mensuravel E € A arbitrario retornam (e infinitas vezes!) a esse conjunto, i.e.,
p{ze B : {T™(x)}p=n € X\EF}) =0, paratodo N € N.

As origens da Teoria Ergodica remontam (pelo menos) a famosa hipdtese ergddica do fisico
L. Boltzmann formulada no contexto da Mecénica Estatistica (mais precisamente, na Teoria
Cinética dos Gases), também nos finais do século XIX. A afirmativa moderna que folcloriza esta
hipétese (em verdade, uma consequéncia da hipotese ergddica original de Boltzmann, sobre as

trajétorias visitarem todos os estados compativeis com um dado nivel de energia) é a seguinte.

«A média temporal de grandezas observaveis ao longo de drbitas tipicas coincide

com a média espacial.»

De facto, hoje sabemos bem que esta hipbtese é falsa em geral, e os sistemas especiais
para os quais ela é valida dizem-se ergddicos. Teriamos de esperar até aos anos 30 para ver
o desenvolvimento sistematico da Teoria Ergddica como disciplina matematica, a partir de uma
formalizacao mais séria da hipdtese ergodica. Por essa altura, é devida a G. Birkhoff ([6], 1931)
uma versio do célebre Teorema Ergddico. A luz da hipétese ergddica, o objeto principal deste
resultado sdo as médias temporais de uma grandeza observavel ¢ : X — R no espaco definidas

por
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Naturalmente, ndo ha razao nenhuma para esperar que estas médias existam sempre e muito
menos saber para onde convergem. Todavia, para grandezas ¢ € L'(u), Birkhoff mostrou que
esse € 0 panorama tipico do ponto de vista da medida pelo que quando o sistema é ergddico

estas coincidem justamente com a média espacial:
1S
Jim, 1 3 00T - [ oan

Sensivelmente pela mesma altura, outra versao do Teorema Ergddico foi provado por J. Von
Neumann ([40Q], 1932), esta formulada num contexto funcional e menos geral do espago L?(j),
inspirado em trabalhos de B. Koopman sobre grupos de operadores unitarios em espagos de
Hilbert que deram forma a hipo6tese ergddica. A par do resultado de Birkhoff, estas constituem
as versoes classicas do Teorema Ergodico.

Na segunda metade do século XX, a Teoria Ergodica comegou a mudar dum paradigma fun-
cional para um probabilistico, muito devido a introducao do conceito de entropia por A. Kolmo-
gorov em torno de 1958, mais ou menos ao mesmo tempo que Y. Sinai, movidos pelo conceito
homonimo proposto por C. Shannon no ambito da Teoria da Informagdao em meados dos anos
20. Isto marcou um ponto de viragem da teoria, com novos desenvolvimentos.

No final da década de 60, surgiram generalizagdes do Teorema Ergodico que constituem o
leit-motiv da presente dissertagao. A primeira deve-se ao matematico J. Kingman e é conhecida
como o Teorema Ergddico Subaditivo. Apesar do nome ergddico, este teorema foi um corolario
de trabalhos transversais a Teoria Ergodica. Segundo consta, foi publicado em ([20], 1968),
numa altura em que o autor se encontrava a estudar processos subaditivos, introduzidos anos
antes no ambito dos processos estocasticos por Hammersley e Welsh. Sugerimos ([19], 1973)
para um apanhado geral de Teoria Ergddica Subaditiva, fundada pelo autor. Em termos simples,
este estabelece, a semelhanca do Teorema Ergddico, a existéncia em quase todo o ponto de
‘médias’ associadas a sucessoées subaditivas (¢, )nen, i-€., objetos da forma

*(z) = lim ~ (),

n—so n

nas quais se enquadram as somas temporais de Birkhoff (processos aditivos)

n—1
bn(z) = D ¢oTi(x).
=0
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A demonstracdo de Kingman usava uma ideia de reducao, decompondo processos subaditivos
como somas de processos aditivos e subaditivos ndo-negativos. Provas simplificadas e mais fo-
cadas foram entretanto aparecendo na literatura matematica: bastara mencionar a de B. Weiss
e Y. Katznelson ([18], 1982) inspirada nos métodos de analise ndo-standard de T. Kamae para
a demonstracao do Teorema Ergddico classico ([14], 1982); a de J. Steele ([36], 1989) e a de K.
Schiirger ([35], 1991), esta Ultima mais geral. A prova da presente dissertacao ([3], 2009) € um
acréscimo nesta linha, com um ponto possivelmente original ao considerar somas de Birkhoff
especiais sem contudo depender do Teorema Ergddico.

Curiosamente no mesmo ano, o ainda jovem matematico russo V. Oseledets, aluno de dou-
toramento de Y. Sinai, publicou o seu famoso Teorema Ergddico Multiplicativo ([28], 1968), um
subproduto da sua tese doutoral que havia demonstrado em 1965 e apresentado no ano se-
guinte por ocasiao do Congresso Internacional de Matematicos em Moscovo. A motivagao dos
objetos presentes no enunciado deste resultado remonta a trabalhos anteriores de A. Lyapunov
([23], a versao original em Russo € datada de 1892), no contexto da Teoria de Equacgdes Dife-
renciais Ordinarias, mais precisamente, sobre a estabilidade das solugdes associadas. Entre
eles, encontramos o0s agora chamados expoentes de Lyapunov e uma no¢ao de regularidade
correlata também visivel e desenvolvida nos trabalhos de O. Perron ([29], 1930). Uma monogra-
fia aprofundada sobre a teoria desenvolvida a partir destes trabalhos é ([9], 1966), de D. Bylov,
R. Vinograd, D. Grobman e V. Nemyckii. O Teorema de Oseledets vem afirmar que tal regu-
laridade, geralmente rara do ponto de vista topoldgico, € tipica do ponto de vista da medida,
sem contudo descrevé-la. As ideias da prova de Oseledets tém um carater eminentemente
algébrico (envolvem produtos exteriores, etc.), reduzindo o caso dos cociclos lineares gerais ao
dos cociclos triangulares e usando o Teorema Ergodico classico para estes ultimos.

Muitas demonstracdes alternativas e versdées mais gerais surgiram desde entdo. Entre
as principais, colocamos a cabeca a de M. Raghunathan ([31], 1979), baseada no Teorema
Ergddico Subaditivo - mais precisamente, via Teorema de Furstenberg-Kesten ([12], 1960), dele
facilmente dedutivel, em combinagao com a decomposi¢cao em valores singulares de uma ma-
triz - com uma extensao para corpos locais, como o0 dos niumeros p-adicos. Seguiram-se outras:
temos versdes de dimensao infinita de D. Ruelle ([33], 1982) para espacgos de Hilbert e de R.
Mané ([25], 1983) para espacos de Banach (ver também [24], [34]); a de V. Kaimanovich ([13],

1989) para grupos de Lie semisimples e inspirada nesta a de A. Karlson e G. Margulis ([16],
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1999) para alguns espacos com curvatura nao-positiva (ver também [10]); por fim, em tempos
mais recentes, destacamos a de A. Karlsson e F. Ledrappier para o grupo de isometrias de
espagos métricos préprios ([15], 2006). E mais se poderiam acrescentar: sugerimos [2] para
uma lista mais ou menos exaustiva bem como um tratado completo no assunto. A demonstracio
apresentada nesta dissertacao, desenhada por J. Bochi ([7], 2008), segue uma tradi¢ao inici-
ada com Raghunathan e continuada por outros (i.e., via Teorema Ergddico Subaditivo), com a
ressalva de que os calculos matriciais para a construgao de espagos invariantes tipicos des-
sas provas, marcas indeléveis do carater algébrico das mesmas, se transformam agora numa
construcao direta de subespagos complementares de maior taxa de crescimento exponencial e
no estudo da agao dos cociclos sobre o espaco projetivo euclideano (que permite realizar ime-
diatamente os menores expoentes como limites), ideias descendentes de R. Mané ([24], 1987)
e P. Walters ([41], 1993), respetivamente.

Para completar esta introdugado, nao poderiamos deixar de mencionar os trabalhos de Y.
Pesin ([30], 1977) que a par dos de Lyapunov, Perron e Oseledets ja referidos marcaram
os inicios da Dinamica Nao-Uniformemente Hiperbdlica como disciplina independente, atu-
almente uma das areas fervilhantes e abrangentes da investigagao em Teoria Ergddica Di-
ferenciavel/Sistemas Dinamicos, versando sobre sistemas com expoentes de Lyapunov nao-

nulos. Uma introdugao neste tdpico € o livro do préprio e de L. Barreira ([5], 2007).

Estrutura da dissertacao

Podemos dizer que o objetivo principal deste trabalho é a demonstracdo duma versao do
Teorema de Oseledets explorando o Teorema de Kingman. Isso significa que apesar de ser
nosso intuito a apresentacao e demonstracao de ambos, uma énfase primaria deve ser dado ao
primeiro em detrimento do segundo que sera, por assim dizer, parte de um caminho possivel
para chegar ao primeiro. Quer-se com isso evidenciar ainda a assimetria de originalidade e
esforgo envolvidos em ambos, substancialmente maiores para o primeiro.

O leitor que deseja apenas um contacto superficial com os resultados principais desta
dissertagao sem maior compromisso tem no Capitulo [1| uma apresentagdo dos mesmos. Os
Capitulos |2 e [3| sdo inteiramente devotados as demonstragdes dos Teoremas de Kingman e

Oseledets, respetivamente, se for desejada uma compreensao mais aprofundada. Dada a na-
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tureza deste trabalho, primamos por apresentar provas detalhadas e portanto mais extensas e
dissecadas do que habitualmente se encontram noutros textos.

Por fim, incluimos alguns apéndices: os dois primeiros, |A| e |B, sobre definicdes e factos
gerais de Medida, Integracéo e Teoria Ergddica que achamos proveitosos; um terceiro, [C|, sobre
cociclos lineares, com nogdes e propriedades que achamos adequado colocar numa secgao

separada da restante dissertagao, em jeito de complemento.



Capitulo 1

Apresentacao dos resultados

Este capitulo é dedicado a apresentagao dos resultados principais desta dissertagao. Pre-
tendemos mostrar o fio condutor que liga o Teorema de Kingman ao de Oseledets, passando
pelo de Furstenberg-Kesten, sem esquecer o Teorema Ergddico (de Birkhoff). A exposicao dos
topicos para o Teorema de Kingman é primariamente baseada em [27] e [38]. Por sua vez, para
o Teorema de Oseledets foram usadas [7], [24], [38] e [39]. Refiram-se também [2], [5] e [42]

como fontes valiosas neste contexto.

1.1 Teorema de Kingman

Nesta seccao, o ambiente serd um espago de probabilidade (X, A, 1) com uma transformagao
mensuravel T : X — X que preserva a probabilidade n.. Para motivar o primeiro dos teore-
mas principais deste trabalho, comegaremos com uma analise mais aprofundada do Teorema

Ergddico classico [B.3]. As somas temporais de Birkhoff, definidas por

n—1 '

n(z) = Y ¢ T (x)

=0

satisfazem a seguinte propriedade de aditividade:
Omin = Om + ¢p o T, paratodo m,n € N. (1.1)
Sempre que ¢ = ¢1 € L'(u), o Teorema Ergddico afirma que o limite
1
lim —¢, ()

n—o N

7
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existe em quase todo o ponto e que em média coincide com a média espacial { ¢ du. Nao é
dificil verificar que este facto ocorre para toda a sucessao de fungdes ¢, : X — R que satisfaca
a propriedade e a condigdo ¢; € L'(u): bastard notar que tais sucessdes sdo somas
temporais de Birkhoff geradas precisamente pela fungao ¢;.

E legitimo questionar se esta convergéncia q.t.p. vale para sucessdes ¢, : X — R mais
gerais. Este € o contetido do Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman, ao relaxar a aditividade

em (1.1) para subaditividade. Introduzamos alguma nomenclatura conveniente.

Definicao 1.1. Dizemos que uma sucessao (a,)neny €m [—oo, ) := R u {—w} é subaditiva, se

Gman < am + ayn, paratodo m,n e N.

Da definicdo acima, deduzimos que para uma sucessao subaditiva vale a,, < nai, € portanto

% < a1, para todo n € N. Deste modo, temos toda a informagao sobre o supremo

an an
Sup — = max — = aj.
neN N neN n

O seguinte facto elementar, particularmente elegante, exibe uma propriedade importante das
sucessodes subaditivas, fornecendo informacao extra sobre o infimo e a convergéncia, sendo

associado em alguns textos a Michael Fekete.

Lema 1.1. (Fekete) Se (a,,)nen € uma sucessao subaditiva, entdo

. a L. a
lim — = inf — € [~00,a1].
n—w 7 neN 1

Extenderemos a ideia de subaditividade mais geralmente a uma sucessao de fungdes com

respeito a uma transformagao, a qual generaliza a aditividade das somas de Birkhoff.

Defini¢ao 1.2. Dizemos que uma sucessao de fungdes ¢, : X — R é subaditiva com respeito

a uma transformagdo T : X — X, se

Gmin < Om + ¢ o T™, paratodo m,n € N.
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Analogamente ao que aconteceu para sucessoes subaditivas de nimeros, para uma sucessao

subaditiva (¢,,), tem-se
n—1
¢n < Z ¢1 o ij
§=0
relacdo que se mantém verdadeira considerando as fungoes ¢," e ¢1. Assim, na suposicdo de

todas as fungdes serem mensuraveis, a integrabilidade de ¢; implica a de ¢;; para todo n € N

e portanto, nessas condigdes, a sucessao (a, )nen definida por

an = J(ﬁn du € [—o0, )

€ subaditiva. Como corolario do Lema de Fekete constatamos a existéncia do limite

L := lim 1 J(;Sn dp = inf 1 Jgf)n dp € [—o0, 00). (1.2)
neN N

n—o n,

Este limite associado a sucessdes subaditivas desempenha, no primeiro dos teoremas princi-

pais deste capitulo, um papel similar ao da média espacial no Teorema de Birkhoff [B.3].

Teorema A. (Kingman) Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e T : X — X uma
transformagao mensuravel que preserva . Seja (¢,)nen Uma sucessao subaditiva de fungdes
mensuraveis com respeito a T tal que ¢;7 € L'(u). Entdo existe uma fungdo mensuravel

¢: X - [—0,0) tal que

m M, para u-q.tp. x € X.

=l
n—o0 n

¢(x)
Além disso, ¢t € L' (1) e tem-se
1. ¢ oT = ¢ em pu-quase todo o ponto e

2. {¢pdu=1Le[-w, 0),

onde L é o limite dado por (1.2). Aléem disso, quando o sistema é ergodico ¢ é constante igual
a L em quase todo o ponto.
1.1.1 O Teorema de Furstenberg-Kesten

Em direcdo ao Teorema de Oseledets, veremos uma aplicagdo do Teorema de Kingman.

Como exemplo motivacional, que retomaremos mais adiante, consideremos um difeomorfismo
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f: M — M de uma variedade diferenciavel M com uma métrica de Riemann ||-||,. (diferenciavel)
que faz de cada fibra (espaco tangente) T, M do fibrado tangente T'M um espa¢o normado. Um
dos aspetos essenciais no estudo da dinamica, i.e., 0 comportamento de f"(x) para iterados de
ordem elevada, prende-se com a expansao e contracao gerada por f. Em certas circunstancias,
esse estudo é linearizado em termos do comportamento de Df; : T, M — Ty, M € 0 pro-
blema geral torna-se agora tentar compreender, para cada dire¢ao v € T, M, como || D f3 - v|| n (4
varia com n. Aqui estamos essencialmente preocupados com a frequéncia de um comporta-
mento assintotico preciso destes iterados.

Numa primeira instancia, analisemos o comportamento de | D f|, onde | - | € a norma do

operador linear D f; : T, M — Tyn(,) M induzida pela métrica de Riemann. Pela regra da cadeia,

ng = fon—l(w) Ce«:+0 fo(x) o Dfm

e portanto, pela submultiplicatividade da norma, temos

IDE < D fpr-s@yll - - 1D F iy [ 1D Sl

Em vista desta propriedade, uma formulacao conveniente do problema é feita através da lingua-

gem exponencial. Facilmente se deduz da desigualdade acima que a sucessao

¢n(x) = log [Df|

€ subaditiva com respeito a f. Assim, sob hipéteses adequadas, poderiamos tentar usar o

Teorema Ergodico Subaditivo para concluir a existéncia de alguma convergéncia do tipo

1
log [Df7]| — é(z)

de modo que |Df?|| ~ ¢"**), para iterados de ordem elevada. De facto, o que fizemos aqui

para a norma poderiamos fazer também para a conorma da derivada definida por

m(Df;) = inf [Df vl ().

Jollo=1

Uma vez que as aplicagoes D f;' : T M — Tyn(,) M s@o isomorfismos lineares temos m(Df;') =

I(Df™)~Y~! e portanto a sucess&o

pu(a) = log (D) = —logm(Df;')
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€ também subaditiva com respeito a f. Valem conclusées semelhantes e assim balizamos de
alguma forma o problema inicial.

Vejamos como extender este exemplo no contexto da Teoria Ergddica. Considere-se o
espaco GL(R, d) das matrizes quadradas invertiveis d x d com entradas no corpo dos numeros
reais. A norma matricial

IL] := sup [L(v)]

lvf=1
induz nesse espaco uma topologia e por conseguinte uma o-algebra de Borel, que permite
entao falar naturalmente de mensurabilidade em aplicagées que envolvam este espago. Defini-

mos também a conorma por

m(L) := inf |L(v)|.

=1
=1
Uma vez que L é invertivel, temos m(L) = |L~!| !, como ja foi observado. Dada uma aplicagéo

A: X - GL(R,d), uma transformacdo 7' : X — X e n > 0, escrevemos
A (z) := AT ') AT 22) - - A(Tx) A).

Uma aplicagao do Teorema Ergddico Subaditivo € mostrada no préximo resultado atribuido a

Furstenberg e Kesten ([12]), que de facto é anterior no tempo (1960).

Teorema 1.1. (Furstenberg-Kesten) Seja (X, A, u) um espago de probabilidade e T : X — X
uma transformagdo mensuravel de X que preserva . Seja A : X — GL(R, d) uma aplicagdo

mensuravel tal que log™ |A*!(z)| € L' (n). Entdo existem fung6es Amin, Amax € L' (1) tais que

1
Auin(2) = T “log (A" (@) € Amas(a) = Tim * log |A®) ()]

n—oo N

em p-quase todo o ponto x € X. Além disso, Ain € Amax S80 (T, u)-invariantes,

. min dp = lim — | logm z))dy =sup — | logm x))du e
JA i =1 1J1 (A (2)) d 1J1 (A (2))d

n—00n neN T

.1 n el n
| A =t [ log AW @) dia = int [ 1og| AT e d.

neN N

Este teorema € um corolario do Teorema Ergddico Subaditivo essencialmente pelos motivos da

discussao anterior. Devido a submultiplicatividade da norma matricial, as sucessoes

() =log |A™ ()| e pn() = log (AT ()"
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sao ambas subaditivas. A condicao de integrabilidade é trivialmente satisfeita em ambos os

casos pelo que da relacao
logm(A™(z)) = —log | (A" (2))™"

o resultado segue.
Portanto, o Teorema de Furstenberg-Kesten afirma que a norma e a co-norma dos iterados

de ordem elevada admitem tipicamente taxas de variacao exponencial precisas
JAM (z)]| & emax@ g (A (2)) v eAmin(@),

Retomando por um pouco a motivacao do exemplo dos difeomorfismos, nomeadamente para o

estudo de ||Df; - v (), temos em geral
m(AM(x)) - o] < AT () o] < AP (@)] - o],
para todo v € R?, pelo que em termos assintoticos

lim sup 1 log m(A™ () < limsup 1 log [|A™(z) - v]| < limsup 1 log | A™ (2)].

n—ow N n—ow N n—owo N

Dado que o Teorema de Furstenberg-Kesten define genericamente os extremos da desigual-
dade acima, cabe questionar naturalmente um comportamento semelhante para o membro in-
termédio. A andlise desta questao é feita no proximo dos teoremas principais deste capitulo,
o Teorema de Oseledets. Este refina substancialmente o resultado de Furstenberg-Kesten, ao
afirmar que num ponto z € X tipico é possivel filtrar/decompor R% em subespacos de tal modo
gue o comportamento da dinamica restrita a cada um deles esta bem caraterizado em termos

da linguagem exponencial.

1.2 Teorema de Oseledets

Nesta secgao, apresentamos o Teorema de Oseledets, também conhecido por Teorema
Ergddico Multiplicativo, para os cociclos lineares (ou morfismos de fibrados vetoriais). A classe

de espacgos de probabilidade (X, A, 1) que consideramos presentemente é a dos espagos de
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Lebesgue. Esta é uma classe importante em Teoria Ergddica, quer pelas boas propriedades
que possui em relacdo aos demais espacos de probabilidade, quer porque cobre a maior parte
dos exemplos de relevo. A menos de isomorfismo mod 0, a no¢ao de equivaléncia padrao, ha
varios representantes que poderiamos tomar. O mais conveniente para aqui é aquele em que
X representa um espago métrico compacto e A = B|, a o-algebra de borelianos completada
em relagao a probabilidade .

Como é usual, consideramos uma transformagao mensuravel 7' : X — X que preserva u
. Seja 7 : E — X um fibrado vetorial mensuravel de dimensao finita munido com uma métrica
de Riemann | - ||, em cada fibra E, = 7~!(z) dependendo de forma mensuravel do ponto de
base z € X. Um cociclo linear sobre T é um automorfismo (mensuravel) de fibrados vetoriais

F : E — E cobrindo T'. Isso significa que o seguinte diagrama é comutativo

FE _F, FE

x LI, x
e as acoes nas fibras F, : E, — FEp, sao isomorfismos lineares de espagos vetoriais que
dependem de forma mensuravel de z. O proximo exemplo, ja abordado, é possivelmente o

representante mais intrinseco deste conceito, a sua inspiragao.

Exemplo 1.1. Cociclo dindmico ou cociclo derivado: consideramos um difeomorfismo f : M —
M de uma variedade diferenciavel riemanniana M e a derivada F' = Df a atuar no fibrado
tangente £ = T'M.

O modelo acima introduzido é bastante abrangente, mas para 0s nossos propositos nao neces-
sitaremos de trabalhar com tanta generalidade. De facto, na formulacao dos resultados teéricos
desta secgao assumiremos que os fibrados s&o triviais, ou seja, da forma £ = X x R¢. Citando
[39], esta é uma hipdtese razoavel na medida em que frequentemente a restricao do fibrado a
um subconjunto de X com medida total é (isomorfo a) um fibrado trivial: no presente modelo,
em que X é um espaco métrico compacto isso sempre acontece (veja-se a Proposicao |C.1).
Nesse caso, cada agao F), traduz-se num elemento A(x) de GL(R,d), dependendo de forma

mensuravel do ponto z, e o cociclo consiste assim dum produto semi-direto, i.e., da forma

F(z,v) = (Tz, A(z) - v).
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Notamos que a acéo F* é dada precisamente por A (z) com o significado
A (z) .= AT ') AT 2x) - - A(Tz) Az).

Quando T é invertivel, também o € o cociclo F, e podemos considerar os iterados revertendo o

tempo F~"(z,v) = (T"x, A" (z) - v), onde
AT (@) = [AT )] [AT )] = [A(T )]

Suporemos também que a métrica de Riemann | - |, é independente da fibra, fixando para o
efeito alguma norma || - | em R? e usando o mesmo simbolo para denotar a norma induzida no
espaco dos operadores lineares L : R? — R%, como vem sendo habito. Para uma exposicédo
mais completa destes objetos matematicos, sugerimos o Apéndice

Estamos interessados no estudo da dinamica gerada pelos cociclos a luz da seguinte

Definicao 1.3. Dado um cociclo linear sobre T' definimos o expoente carateristico de Lyapunov

ou simplesmente o expoente de Lyapunov associado ao par (z,v) € X x R? por

1
AT (2, v) := limsup — log |[A™(2) - v]| € R U {+w0}.

n—oo N
Quando T é invertivel, definimos também outro expoente de Lyapunov revertendo o tempo

1
A~ (2, v) := limsup — log |A™ (z) - v| € R U {+0}.

n—s—o |n|

Em ambos os casos, fazemos a convengao log(0) = —co .

Interessa-nos especialmente o caso em que os expoentes sdo realizados como limites, pelo
gue tudo o que agora se segue deve ser lido nessa 6tica. Os expoentes de Lyapunov precisam-
nos as taxas de variagdo exponencial assintoticas da norma dos iterados ;' : E; — Eqpn(y).
Expoentes positivos ou negativos predizem, respetivamente, crescimento ou decrescimento ex-
ponencial da norma, ao passo que expoentes nulos traduzem a falta de comportamento expo-
nencial, por vezes dito na literatura de subexponencial. A existéncia de expoentes de Lyapunov
para cociclos € assim um dado importante no estudo da dinamica, nomeadamente no que toca
a expansao, contracao e subsequentes questdes de estabilidade que motivaram A. Lyapunov
a introduzi-los na Teoria das EDO’s ([23]). Vamos analisar um exemplo elementar que elucida
iss0 mesmo mas que, num sentido a explanarmos adiante, ndo pode ser tido como um retrato

da situagao geral.



FCUP | 15
CAPITULO 1. APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Exemplo 1.2. Consideremos um isomorfismo linear f : R — R?. Observe-se que Df, = f
para todo = € R? pelo que o cociclo derivado é constante. Sejam e* > e*2 > ... > e (); € R)
os valores absolutos distintos dos valores proprios de f e seja £ a soma direta dos espagos
proprios generalizados associados aos valores proprios cujo valor absoluto é e*:. Como con-

sequéncia da forma canonica de Jordan, temos
1 ; .
nlirilw - log | D f;(vj)| = A;, paratodo v; € E/\{0} el < j <k.

Assim, expoentes de Lyapunov A\; > --- > )\, existem para todos os pares (z,v). Em particular,

se \; < 0 a origem (e portanto todos os pontos) € assintoticamente exponencialmente estavel.

O modelo espectral do exemplo acima inspira uma adaptacdo para transformagdes mais
gerais. Introduzimos agora o que se deve entender por isso através duma nocao de regularidade
que sera fruto do Teorema de Oseledets, em linha com [24] e apresentada com uma estrutura

mais classica noutros textos (e.x. [2] e [5] sob o titulo de regularidade de Lyapunov).

Definicao 1.4. Um ponto = € X diz-se positivamente regular, se existirem k = k(x) numeros

reais \i(z) > --- > A\p(z) e uma filtragdo linear
R =V} >VZ>...>VF> vV = (0} (1.3)
tal que, paratodo 1 < j < k, se tem

1 o
lim —log JAM) () - v5]) = Ni(z), para todo v; € VAV,

n—0oo
Quando o sistema € invertivel, seria possivel ainda introduzir uma regularidade negativa em
termos analogos, que nao implica nem é implicada pela positiva. Mesmo quando coexistem,
0s expoentes e a filtracdo que entdo se obteriam revertendo o tempo néao estdo a priori rela-
cionados com os acima definidos. Para gerar uma maior compatibilidade entre a regularidade

positiva e a negativa que combine as respetivas filtragoes temos a seguinte nogao.

Definicao 1.5. Dizemos que = € X é (simplesmente) regular, se existirem k = k(x) nUmeros

reais \i(z) > --- > A\p(z) € uma decomposicao
RI=El®---@EF (1.4)
tal que, paratodo 1 < j < k, vale

lim > log [A™ (2) - ] = Ai(x), para todo v; € Ei\{0}.

n—towon
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Quando existem, as filtracbes-decomposicoes em e e 0s expoentes de Lyapunov
sao Unicos. Adotaremos a notagao R1(T) e R(T) para designarmos o conjunto dos pontos
positivamente regulares e simplesmente regulares (quando aplicavel) de 7', respetivamente.
Convém observar que quando 7' € invertivel tem-se R(T) < R*(T) com Vi = @é‘?:iEﬁg. Os
espagos V! e E dizem-se os espagos de Oseledets, nomenclatura que transita para as res-
petivas filtracdes/decomposigoes. Define-se a multiplicidade do expoente de Lyapunov \;(x)
por

ki = dim V! — dim V™!
de modo que o espectro de Lyapunov em x é o conjunto dos expoentes de Lyapunov em z

contados com a sua multiplicidade
Sy = {(\i(x), kL) i =1,..., k(z)}.

Note-se que quando z € R(T), V! = E. ® V! e portanto a multiplicidade dos expoentes \;(z)
coincide com a respetiva dimenséo dos subespagos de Oseledets E:. Os conjuntos R*(T) e

R(T) séo T-invariantes: se z € regular, entdo Tz € regular e tem-se
k(Tz) = k(z), Ni(Tz) = Ni(2), Ax)-Vy=Vi, e Alx)- B, = By,

No Exemplo vemos que todos os pontos sao regulares e, além disso, que os expoentes
de Lyapunov nao dependem de x. Com a mesma abordagem, vemos que a regularidade é uma
caracteristica de pontos periédicos mas em geral € dificil verificar se um determinado ponto é
ou nao regular. Assim, é legitimo questionarmo-nos sobre o tamanho de R*(T) e R(T). Ha
duas maneiras classicas de abordar esta questdao, sempre que facam sentido: uma pela via
topoldgica e outra pela via da medida, nao coincidentes normalmente. Citando [24] ou [37],
situacdes como a do Exemplo sd0 muito especiais, acontecendo somente para aplicagdes
particulares. Nos mesmos textos se refere que, no exemplo do cociclo dinamico, pontos regula-
res formam frequentemente um conjunto de primeira categoria de Baire (até mesmo finito) e por-
tanto um conjunto magro segundo essa perspetiva. A resposta pela via da medida é o contetdo
do Teorema de Oseledets. Este afirma que, sob uma condicao de integrabilidade razoavel, a
situacao é precisamente a oposta: pontos regulares formam um conjunto de probabilidade total.
Vamos apresentar duas versoes deste teorema: a primeira, mais fraca, é para transformacoes

gerais do espaco de probabilidade, referente a regularidade positiva R*(T), a que chamaremos
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por esse motivo versdo unilateral; uma segunda, para transformagdées invertiveis e a regulari-
dade em R(T), que por analogia se designara versdo bilateral. Suporemos também que o
sistema é ergodico. Usando a decomposicao ergoddica e alguns cuidados técnicos extra no tra-
tamento das questdes de mensurabilidade, seria possivel demonstrar versdes nao ergddicas
das que em seguida enunciamos. A ergodicidade simplificara um pouco a argumentacao sem

com isso esconder o aspeto e as dificuldades essenciais do teorema.

Teorema B. (Oseledets) Seja (X,.A, ) um espago de probabilidade de Lebesgue e T uma
transformagao ergddica de X . Seja A : X — GL(R, d) uma aplicagdo mensuravel satisfazendo
log™ |A+| € L'(u). Nestas condigées, existem nimeros reais \; > --- > )\, €, em u-quase

todo o ponto x € X, ha uma unica filtracdo linear
Rdz‘/;cl >%2>__‘>ka>vxk+1={0}
tal que, para todo1 < i < k, se tem
1. A(z)-Vi=Vi_ e
2. lim % log |A™ () - vi]| = Mi(z) < v; € VAV,

Além disso, os espagos V! dependem de forma mensuravel do ponto x do espago.

Figura 1.1: FILTRAGAO DE OSELEDETS
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A dependéncia mensuravel dos espacos de Oseledets, geralmente nao continua, € um ponto
delicado que remetemos para o Capitulo[3} A versao bilateral tem conclusdes substancialmente
mais fortes. Esta é talvez aquela a que se associa mais frequentemente o resultado de Osele-

dets, e fornece algo mais do que a regularidade tal como foi introduzida na Definicao [1.4]

Teorema C. (Oseledets) Seja (X, A, ) um espago de probabilidade de Lebesgue e T uma
transformagao ergddica invertivel e bimensuravel de X. Seja A : X — GL(R, d) uma aplicagdo
mensuravel satisfazendo logt |A*!| € L'(u). Entdo existem ndmeros reais Ay > --- > A\, e, em

u-quase todo o ponto x € X, ha uma unica decomposicao
RI=El@.-.-@E"
tal que, paratodo1 < i < k, se tem
1. A(z)  EL = E} eV} =@t El

2. lim 1 log HA(") (2) - vi| = \i(z) & v; € E2\{0} €
n

n—+w

1 . .
3. lim —logsin<x Efn,, E’, )=0,semprequeZ nJ = .
n—1oo n Tr z
- €L jeT

Além disso, os espagos E'. dependem de forma mensuravel do ponto x do espago.

Figura 1.2: DECOMPOSIGAO DE OSELEDETS
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As decomposicdes de Oseledets tém uma estrutura muito rica com mais propriedades do que
as que surgem no teorema. Em primeiro lugar, os espagos de Oseledets E tém dimensio
constante 1 < d; < d (q.t.p.), 0 que acontece também na versao unilateral. A convergéncia em|[2)
é uniforme sobre a bola unitaria B:. := {v; € E. : ||v;| = 1}. Isso pode ser expresso em termos

da norma e da conorma restritas por

. 1 (n) . 1 (n)
Jim Slog A @) = Tim Llogm(A (1) = A,

O comportamento da norma e conorma (globais) € dado pelo Teorema de Furstenberg-Kesten.

De facto, os expoentes \nax(z) € Amin(z) que este fornece correspondem respetivamente aos

expoentes extremais \1(x) e \x(x), mais precisamente,

1 1
A= lim —log [A™(z)] = li@ooglogm(A(”)(x))e

n—+o0 N

M= lim = logm(A™ (@) = lim_ *log|A®(a)].
n—s— n

n——+0 n
Diretamente relacionada com o ponto (3, ha ainda uma outra propriedade que envolve detemi-
nantes. Concretamente, pondo D, = G—)jej Ei tem-se
ngriloo%logﬂdet(A(")(:L‘)|DI)| = Z \jdim EZ = Z Ajd;.
jeg jeg

A titulo informativo, referimos que a férmula acima tem conexdes com a entropia do sistema,
se tomada sobre os expoentes positivos (bastara mencionar a formula de Pesin [30] e a desi-
gualdade de Ruelle [32]) e costuma ser introduzida na nogao de regularidade (de Lyapunov)
classica como dissemos, embora isso seja algo que este trabalho nao pretende aprofundar.

Em ambas as versdes, notamos que a satisfacdo da condi¢do de integrabilidade, os expo-
entes de Lyapunov, o seu niumero e os subespacos de Oseledets, ndo sao afetados se substi-
tuirmos a métrica de Riemann | - |, fixada (neste caso, a partir da norma em R%) por qualquer

outra métrica de Riemann | - |* equivalente no sentido em que existe c € L' () tal que

e @ o], < v < e“@|v],, para p-q.tp. z€ X etodo v e E,.

Como € bem sabido, métricas de Riemann independentes de = pertencem a mesma classe e
por isso os objetos do (e o) teorema ndo dependem da norma escolhida em R¢.
Para concluir esta apresentacao, referimos que o Teorema de Oseledets é valido ainda em

contextos mais gerais mencionados na introducdao: como dissemos, € valido para medidas
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invariantes nao necessariamente ergodicas, caso em que 0s expoentes, o seu numero e mul-
tiplicidades se tornariam fungoées mensuraveis em x definidas q.t.p.; € valido para espacos de
probabilidade gerais e ainda para fibrados nao triviais; ha também versoes para fluxos (tempo
continuo): aconselhamos [2] para um tratamento completo. Uma abordagem mais ambiciosa
e aprofundada requereria uma incursao nas técnicas da algebra exterior (poténcias exteriores,

valores singulares, etc.), 0 que esta para além dos objetivos desta dissertacao.



Capitulo 2

Teorema Ergodico Subaditivo

Neste capitulo, demonstraremos o Teorema de Kingman. Comegamos por dar uma breve
explicacdo do esquema da prova para facilitar a leitura, seguida de diversas seccbes que pen-
samos conter os pontos-chave da mesma, incluindo breves comentarios sobre os lugares para-
lelos na literatura. Para além do texto original de A. Avila e J. Bochi ([3], 2009), acompanhamos
de perto os textos de M. Viana ([38], 2010) e ([27], 2013).

2.1 Estrutura da prova

Recordamos que uma sucessao subaditiva de fungdes mensuraveis ¢, : X — R para um
transformagao mensuravel T : X — X que preserva a probabilidade x tem um limite importante

associado

1 1
L = lim fgi)ndu = inffgi)ndpeRu {—o0},
neN N

n—aw n
sob a hipdtese de integrabilidade ¢ € L'(1). O Teorema de Kingman [A] diz que para uma tal

sucessao, o limite

o(x) = lim On(2)

n—ao0 n
existe em quase todo o ponto e que em média € igual a L. Para analisarmos a existéncia e o
comportamento de ¢ num conjunto de probabilidade total vamos comecar por definir as fungoes
mensuraveis ¢_, ¢, : X - R u {fo0} por

¢—(x) = liminf On(T) e ¢4(x) =limsup M

n—00 n n—aoo n

21
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E facto elementar de analise que ¢(z) existe (podendo eventualmente ser infinito) se e somente
se ¢_(x) = ¢4 (x), caso em que ¢_(x) = ¢(x) = ¢, (x). Posto isto, demonstraremos antes a
coincidéncia ¢ = ¢. em quase todo o ponto. Claramente, ¢ < ¢, , relagdo que permanece
inalterada tomando os integrais, §¢_ du < { ¢+ du. A ideia da prova consiste em demonstrar as

seguintes desigualdades invertidas

J¢+du <L< f¢_du.

Isto implica ndo s6 {¢_ dp = § ¢, du e portanto ¢ = ¢.. em quase todo o ponto, como também
gue a média de ambas € L, o que prova o teorema. Como veremos, a desigualdade do lado
direito - na verdade, provaremos mesmo a igualdade - é a mais importante, de tal modo que
a do lado esquerdo € uma consequéncia desta, um ingrediente possivelmente inovador desta
prova. Numa primeira fase, assumiremos que as fungdes satisfazem uma certa hipdtese de
limitacdo inferior, que sera removida a posteriori através de um método de truncagem, num
contexto que ficara claro no correr da demonstracao. De resto, a abordagem de mostrar as
desigualdades invertidas esta ja presente, por exemplo, em [14] e [18], sendo uma ideia algo

padrao, mas engenhosa.

2.2 Lema de Fekete

Por uma questao de completude do trabalho, incluimos aqui uma demonstracdo do Lema de

Fekete que pode ser encontrada de forma semelhante em diversos textos (por exemplo, [27]).

Lema 2.1. (Fekete) Se (a,)n.en € uma sucessdo subaditiva, entao

. Qn . o 0an
lim — = inf — € [—w0,a1].
n—aw 1N neN n

Prova: A esséncia e dificuldade do lema restringem-se a sucessoes reais: de facto, se ay = —o©

para algum k, entdo a subaditividade implica que
a; < a;_ + ap = —oo, paratodol > k,

pelo que a igualdade é trivialmente satisfeita (¢ —oo em ambos os lados). Cingimo-nos portanto

ao caso em que a, € R, para todo o natural n. Dados n,k € N, aplicamos um algoritmo da
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divisao modificado a n e k, obtendo uma escrita Unica n = ¢,k + r,,, onde ¢, € Ny € 0 quociente
er, € {1,...,k} oresto (no algoritmo tradicional, o resto toma o valor 0 em vez de k, mas isto
€ apenas uma conveniéncia para o que se segue, resultante de excluirmos o zero da nossa

definicdo de nimero natural). Usando a subaditividade de acordo com esta escrita retira-se que

an < g,k + Qr, < qnaj + arn. (21)
n qnk + 1 qnk + 1

Uma vez fixado k, r, fica limitado, donde se deduz que ¢, — oo quando n — . E igualmente
verdade que a,,, fica também limitado, pois toma apenas um numero finito de valores. Logo

tomando o limite superior em ambos os membros de (2.1) obtemos

. a
lim sup g B
n—owo N k

Isto vale para todo o k € N. Assim, esta relagcao permite concluir

. a . ag .. a
lim sup 2 <inf = < liminf —n,
n—o0 n keN kf n— n

o que finaliza a prova, tendo em conta a relacao entre os limites inferior e superior. O

Nota 2.1. O Lema de Fekete, tal como o proprio Teorema de Kingman, tem também uma versao

para sucessoes (ay), € R U {c0} superaditivas, i.e., tais que
Gman = Gm + ayn, paratodom,n e N.

Nesse caso,

. a a
lim — = sup — € [ay, o0].

Basta para o efeito tomar a sucessao simétrica (—a,,),, € aplicar o Lema de Fekete (subaditivo),

um truque que ocorrera algumas vezes neste texto.

2.3 Invariancia

Uma vez explicado o esquema da demonstragao, vamos analisar a (7, u)-invariancia de ¢
expressa no item (1] do teorema. Para tal, usaremos o seguinte resultado elementar de Teoria

Ergddica, cuja prova optamos por incluir.
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Lema 2.2. Seja (X, A, 1) um espago de probabilidade e T : X — X uma transformagao men-
suravel que preserva ii. Se f : X — R é uma fungdo mensuravel tal que f o T(x) > f(x) para

todox € X, entdo f o T = f em pu-quase todo o ponto.
Prova: Dado a € R arbitrario, seja C, = {xr € X : f(x) > a}. Por hipotese,
CocT7UC) ={reX : foT(x)=al}.

Como T preserva j, temos u(C,) = u(T~*(C,)) donde se retira que 1(7T~(C,)\C,) = 0. Observe-
seque T HC)\Co = {z € X : f(x) <a < foT(x)}. Consideremos o conjunto A = {x e X :
f(z) < foT(x)}. Queremos verificar que u(A) = 0 e, para tal, tomemos uma enumeracao dos
racionais {r,}, e definamos, para cada natural n, A, = {zr € X : f(z) <r, < foT(x)}. Pelo
que foi visto, u(A,) = 0 e portanto, u(A = (i An) < X0 u(A,) = 0 = u(A) = 0, como

queriamos mostrar. O

Usando a subaditividade da sucessao de fungdes (¢ )n, temos

10T
¢_ = liminf@ < hminfm =

n—w n n—00 n

¢p_oT.

Decorre do lema anterior que ¢_ o T = ¢_ em pu-quase todo o ponto, valendo consideracoes
analogas para ¢,. Logo, a fungao ¢ descrita acima € (T, u)-invariante. De facto, podemos

apurar um pouco mais este resultado. Mais geralmente, para cada j € N, vale
¢ (x) < ¢ 0T (x),

pelo que ¢_ = ¢_ o T em p-quase todo o ponto (note-se que 77 preserva p quando 0 mesmo
sucede para T'). Uma vez que a intersecao numeravel de conjuntos com probabilidade total tem

ainda probabilidade total, o conjunto
I={zeX : ¢_(z) =¢_oT(z), paratodo j € N}

tem também probabilidade total. Dito de outro modo, ¢ = ¢_ é constante ao longo das 6rbitas

por T de quase todos 0s pontos.
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2.4 Resultado principal

Vamos apresentar o resultado que € considerado pelos autores de [3] como o coragdo da
prova, ou seja, o seu ingrediente fundamental, visivel ja em [36]. Ele servira, em primeiro lugar,

para provar a (des)igualdade L < {¢_ du e, por consequéncia, também § ¢ du < L.

Hipotese de limitacdao. Vamos assumir inicialmente que a sucessao (¢, /n),en €sta uniforme-

mente limitada inferiormente, i.e., existe um namero real ¢ > 0 tal que

% > —c, paratodon e N. (2.2)

Isto implica em particular que ¢_ > —c. Esta hipotese sera mantida na demonstragao de
ambas as desigualdades invertidas e do resultado principal para a seu tempo ser removida por

um processo de truncagem.

Consideracoées iniciais. Antes disso, vamos introduzir alguma notacdo conveniente. Dado

e > 0, considere-se a sucessao de conjuntos (FEx)ren definida por

()

Eyp:={re X : ; < ¢_(z) +¢ paraalgum je {1,...,k}}.

Trata-se de uma sucessao mondétona crescente, ou seja, E, < Ej., para todo k € N. Observe-
se que cada x € X pertence a Ej, para todo & suficientemente grande (veja-se a definicao de

¢, que neste caso ndo toma o valor —oo), pelo que X = | J;°, Ex. Logo

Ej) = p(X) = 1.

(s

lim p(Ey) = p(
k—0

k=1

Vamos definir também a sucessao de fungdes ¢, : X — R u {oo} por

¢_(r)+e€, se xeFEy
(bl(:l,‘), Sse $¢Ek

Yr(z) =

Uma vez que se = ¢ Ej por definicao ¢1(x) > ¢_(z) + ¢, temos em geral a desigualdade

Y = ¢ + ¢, para todo o natural k.

O resultado. A estimativa fundamental desta prova, a que nos referimos ha pouco, consiste no

seguinte:
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Lema 2.3. Para ii-quase todo o x € X e ftodos os naturais n > k,

n—1

n—k—1
Sn(z) < D) Up(Tx)+ ), max{yy, ¢1}(T"x). (2.3)
=0

i=n—Fk

Prova: Comegamos por observar que o conjunto de probabilidade total a considerar em que
vale a estimativa acima é precisamente o conjunto I dos pontos z € X em cujas O6rbitas ¢_ &
constante (que um tal conjunto tem probabilidade total, foi explicado anteriormente). Para ver

isso, seja x € I arbitrario. Vamos associar a  um sucessao de inteiros
mo<s<nyg<mp<neg<mg<x -

construida indutivamente da seguinte maneira: mgy = 0 (condi¢ao inicial) e, em geral, uma vez
construido m;_, definimos n; como o menor inteiro maior ou igual a m;_; tal que 7" € Ej.
Notamos que tal inteiro pode nao existir, caso em que o0 processo para e a sucessao € finita. De
outro modo, caso exista, entdo ha algum s; € {1, ..., k} tal que

bs; (T"iz)
Sj

<o¢_(r) +e (2.4)

simplesmente por definicdo de Ej. Definimos m; = n; + s;, 0 que permite agora continuar o
processo. Com isto fica explicada a construgdo. Convém subinhar que se m;_; < < n;, entdo
por construgdo 1"z ¢ Ej, nada se podendo inferir de andlogo para n; < i < m;. No entanto,
no que se seguira teremos bem presente a distingao entre 0 comportamento de 7' nestes dois

tipos de intervalos de tempo para a avaliagao das fungdes ao longo da érbita de z.

(A) » % -———- — K-> o
iy 1l m

HID 1 H'Il i ¢ Ty

B) % — — X~ O
n, m

m, ny y € ¢ Mes

Figura 2.1: DECOMPOSIGAO DA ORBITA
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Para n > k, seja [ o maior inteiro tal que m; < n. Nao podemos a priori comparar n;, 1
com n (ver Figura [2.1), mas sabemos certamente por construgdo que n;.; + k > n, pois de
outro modo haveria uma contradigao com a definicdo de m;. Numa primeira tentativa de obter
a estimativa (2.3), vamos usar a subaditividade de (¢,,),, de acordo com a decomposi¢édo n =

(n—my) + (my —ny) + (g —my_q1) + - -+ + (n1 — myp), obtendo assim

l l
S () < by (T7U@)) + D by (T7H(2)) + Y by (T (). (2.5)

j=1 j=1
Para majorarmos a primeira parcela e as parcelas do primeiro somatério no lado direito desta
desigualdade, usamos outra vez a subaditividade, de modo que

TLj*l

¢nj—mj—1 (ijil(x)) < Z ¢1(Tz(x))v

i:mj,1
para todo j = 1,...,l, mantendo-se uma desigualdade em termos inteiramente analogos para
Gn—m, (T (x)). Desta feita, (2.5) transforma-se em

l
6u(@) < Y1 OUTH @) + Y by, (T (), (2.6)

ieT j=1

onde? = U§:1 [mj—1,n;)u|my,n) (usamos a notagao |a, b) para designar o conjunto dos inteiros
z tais que a < z < b). Para majorarmos as parcelas do ultimo somatério em (2.5), vamos usar a
relacéo (2.4) (reescrevendo s; = m; —n;), a constancia de ¢_ ao longo da érbita de z e o facto

de ¥ (z) > ¢_(x) + €. Isto fornece, respetivamente, o seguinte

m]’—l m]’—l
Gy, (T (@) < D (¢ (TH@) +€) < ), w(T ().
Cada uma das parcelas ¢;(T%(z)) do primeiro somatdrio em (2.6), mais precisamente aquelas
em que i € Ué.zl[mj_l,nj) U [my, min{n;41,n}), é igual respetivamente a v (T%(z)), porque

T'(z) ¢ E, nesses casos. Juntamente com esta Ultima majoragdo, podemos agora obter a

partir de (2.6)

min{ng41,n}-1

n—1
dul@)< Y w(T@)+ Y ai(T(@)).

i=0 i=ngyq
Como n; 1 > n—k por construcdo e max{vx, ¢1}(x) = ¢1(x) por definicdo, a prova da estimativa
principal (2.3) esta concluida. |
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2.5 Igualdade inferior

Neste ponto, vamos provar aquilo a que chamamaos igualdade inferior, por analogia com o
conceito de limite inferior nela envolvido. Aqui surgem os métodos de truncagem, ideias também

presentes em [18] e [36]. Em concreto,

Lema 2.4. Sob as hipdteses do Teorema de Kingman [A]], temos
J 6_du—=L. (2.7)

Prova: Numa primeira instancia, mantemos a hipétese de limitagao uniforme das funcdes ex-
pressa em (2.2). Comegamos por observar que, nessas condigoes, ¢ é integravel e vale
{o_du < L. Com efeito, pelo Lema de Fatou || aplicado a sucessao de funcdes nao

negativas (¢,/n + ¢)nen, temos precisamente
Jd)_ +cdu < liminff% +cdpu=1L+c
n—ao0 n

No sentido de provarmos a desigualdade mais importante {¢_ du > L, para dai concluirmos
(2.7) neste caso, vamos usar o resultado principal. Integrando a desigualdade (2.3), e dividindo

por n, decorre
n

:J%dﬂs ;kakdquiJmaX{wk,qﬁl}du-

A partir deste ponto jogamos com a informagao assintoética. Fixado & e tomando o limite quando

n — oo em ambos os lados da inequagao, obtemos L < { ¢, duu. Observe-se que

Jﬂ)deZJ Zbkdlﬂrf Zbkdlt:f ¢+€dM+J ¢1 dp.
Ej, X\Ey, By, X\E,

Logo, quando k — oo obtemos L < { ¢_ + edp = { ¢_ du + € (recordem-se as propriedades da
sucessao (Ej)ren). Como e > 0 € arbitrario, concluimos finalmente que L < { ¢_ du. Isto prova
(2.7), sob a hipétese de limitagao uniforme.

Demonstremos agora o caso geral (i.e., sem a hipétese de limitagao). Com esse intuito,

usaremos um método de truncagem considerando, para cada ¢ > 0, as fungdes

¢, = max{¢n, —cn} e ¢¢ = max{p_, —c}. (2.8)
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Por definicdo, para cada n € N, temos ¢¢ /n > —c. Além disso a sucessao de fungoées (¢¢), €
subaditiva e tem-se ¢¢ = liminf,_,« ¢%/n. Usando o que ja provamos para o caso da limitagao

uniforme,
1
J ¢ dp = Le := inf — f(;ﬁfldu.
n n

Note-se que ¢ < ¢ implica ¢¢, > ¢>,C{ e também ¢¢ > ¢ . Assim, para cada n € N fixado, obtemos

uma sucessao monotona de fungdes
On 2= ==
tal que lim; gbj = ¢,. Aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona ,
| ondn = im | &hdn =it | &ldn = int | o5 an

obtendo analogamente § ¢_ dp = inf..( § ¢¢ du. Para concluir, juntamos estas observagdes

numa so, o que fornece
. e o1 P | L1
J o—du = 1nff oC du = 1nf1an¢de,u = inf inf — J@idu = mffgbndu = L.
c>0 c>0 n on n c>0n n n

Isto conclui a demonstracao. O

Nota 2.2. Observamos, tal como o é feito em [3], que a igualdade inferior § ¢_ dyp = L, por si
SO, ja implica o Teorema Ergodico de Birkhoff. Este fenomeno deve-se ao facto da sucessao

simétrica das somas de Birkhoff

n—1

~n=— D doT

j=0
ser também aditiva, e portanto subaditiva, pelo que aplicando a igualdade inferior a esta su-
cessao se deduz

J—limsup%du = f limiorgf—@d,u = _L®f¢+d/l =1L
n— n

n—oo N

de onde decorre ¢_ = em p-quase todo o ponto. Esta 'simetria da aditividade’ ndo vale em
+ K
geral para sucessées subaditivas: de facto, as sucessoées aditivas sao precisamente aquelas

para as quais a propria sucessao e a sucessao simétrica sao subaditivas.
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2.6 Desigualdade superior

A semelhanca do que fizemos na secgdo anterior, vamos provar a seguinte desigualdade
superior, que envolve agora o limite superior. E neste ponto que a prova se revela possivelmente
inovadora, usando para o efeito a igualdade inferior ja obtida e explorando somas de Birkhoff

convenientes de modo que a subaditividade nao é afetada pela passagem ao simétrico.

Lema 2.5. Sob as hipdteses do Teorema de Kingman e de limitagao em (2.2), temos

J ¢rdu < L. (2.9)

Comecgamos por introduzir dois resultados técnicos auxiliares: o primeiro deles é um facto
standard de Teoria Ergodica que servira para provar o segundo, mais relevante dentro deste

contexto.

Proposicao 2.1. SejaT : X — X uma transformagdo mensuravel que preserva .. Entao, para

toda a fungdo ¢ € L' (1), tem-se

lim lgf) oT™(x) =0, parau-q.tp. ze X. (2.10)

n—o N
Podemos obter este resultado como consequéncia imediata do Teorema Ergddico de Birkhoff
aplicado a ¢ = ¢ o T — ¢. Uma vez prentendendo obter uma prova do Teorema Ergodico Suba-

ditivo completamente independente deste, usaremos antes o Lema de Borel-Cantelli [A.1].

Prova da Proposigcao : E necessario e suficiente mostrar que, para cada ¢ > 0 fixado,
Ac:={r e X : |¢p(T"x)| = en para infinitos valores de n € N}

tem probabilidade zero. Assim, A = | J;2, A1 tem também probabilidade zero, e é claro que
qualquer z € X\A = (2, X\A ) satisfaz (2.10): se z € X\A,, entédo |¢p(T"(x))|/n < € para
todo n suficientemente grande, por defini¢ao.

No sentido de provar 0 que nos propomos, comegamos por observar que

w{ze X : [B(T7"(@)] = en} = p({a € X : [6(a)] = en} = p({a € X : ¢ '[é(a)| > n)

simplesmente porque T preserva p. Usando o critério de integrabilidade [A.6], juntamente com

a hipbtese de ¢ € L' (1), decorre

o0

3 (e X - <T"<x>>|>en}=2u<{xeX:e1|¢<x>|>n}<e1f|¢|du<oo.

n=1 n=1
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Aplicando o Lema de Borel-Cantelli, obtemos imediatamente u(A.) = 0. O

Lema 2.6. Para qualquer numero natural k fixado,

lim sup % = lim sup @ w-q.L.p..
n

n—w kn n—a0
Prova: Comecamos por observar que a desigualdade ‘<’ é imediata pois (¢,/kn), € uma
subsucessao de (¢, /n),.
No sentido de provarmos a desigualdade ’>’, para cada n € N escrevemos n = kg, + 7y,
onde ¢, € Ng e r, € {1,...,k}. Uma vez que r, esta limitado por k£ (que esta fixado) temos
qn — oo quando n — co. Assim, da relagao n/q, = k + r,/q, obtemos entdo n/q, — k quando

n — 0. Por subaditividade,
O < Grgn + Or, 0 TFI < pq, + b 0 THI (2.11)

onde ¢ = max{¢y,...,¢{} > max{¢1,...,¢}. Note-se que v € L'(n), pelo que podemos

aplicar o Lema2.1] para concluir

Tkan
lim WT =0 pqtp.

n—oo

No conjunto de probabilidade total onde vale a igualdade acima, dividimos (2.11) por n e toma-

mos o limite superior:

kq

. . Pkgn o Pk,

lim sup n < limsup —2 4 lim sup yol™ = lim sup —2~,
n—oo N n—00 n n—>00 n n—00 n

Uma vez que ‘1”% =4 % e lim,, g,/n = 1/k , obtemos

lim sup % = lim sup %.
n—aoo n q—0 kq
Juntando estas duas ultimas conclusdes, a prova fica concluida. O

Nota 2.3. Usando o Teorema de Birkhoff, podemos demonstrar alternativamente o Lema|2.6 da
seguinte maneira: escrevendo ¢,, = ¢!, + 1, onde ¢!, := ¢, — Z?;Ol ¢1 017, obtemos ¢,, como
soma de um processo subaditivo ndo-positivo ¢,, € um processo aditivo ¢, = Z;:Ol ¢1 017,
Segue da subaditividade que ¢!, € mondtona decrescente em n e portanto a igualdade do Lema
para ¢!, é valida em todos os pontos. Quanto a v, esta decorre do Teorema de Birkhoff.

Esta ideia de decomposicdo esteve presente nos trabalhos originais de Kingman.
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Prova do Lema|2.5: Para cada natural k fixado, considerem-se as somas temporais de Birkhoff

de —¢;, com respeito a T, i.e., as fungbes

n—1
Dpppp = — . G0 TI*.
§=0
Como foi analisado anteriormente, (®y, ,,), € uma sucessao (sub)aditiva de fungées mensuraveis
com respeito a T%. Uma vez que ®;; = —¢, < c- k < oo, pela hipétese de limitagao, temos
que ¥, , é limitada, logo integravel. Definindo ®;, _ := lim io%f ;. ,/n, decorre do Lemapara
’ n—

estas fungdes que

1
f & _dp = lim — J(bk’n du.
n—o N,

Uma vez que T* preserva ji, temos também
1
| rndn==n | ouaus [ @nndn=— | oud

Logo, estas duas igualdades fornecem uma terceira: {—®; _du = § ¢ du. Por outro lado,

observando que a subaditividade de (¢, ), implica ¢, < —®}, € usando o Lema 2.6}

n @ n
k¢ = klimsup n = limsup < limsup — kn— —®5 _ p-q.t.p..
n

kn
n—oowo N n—00 n n—ao

Integrando, tem-se k § ¢ dp < § =@y _ dp = § ¢1 dp, ou seja,
1
¢4 dp < % bk dp.

Isto vale para qualquer k£ € N. Tomando o infimo em &, temos § ¢ du < L. O
Nota 2.4. N3o seria necessaria uma hipotese de limitacao uniforme tao forte: bastaria apenas
que cada fungao ¢,, estivesse limitada por baixo, i.e.,

inf ¢p(z) > —oo, paratodon e N,

reX

como é constatado em [27]. Pretende-se somente salvaguardar a integrabilidade de certas

funcées, tendo sempre presente pelo caminho a igualdade inferior (2.7) ja obtida.
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2.7 Conclusao

Finalizamos a demonstracdo do Teorema Ergddico Subaditivo, analisando o caso em que as
fungoes ndo estao mais sujeitas a nenhum tipo de limitagdo. Consideremos as fungoes ¢S, e ¢¢

ja definidas em (2.8), bem como

Qbi = max{¢+’ _C}'
Tudo o que foi provado até este momento permite concluir que, para todo o ¢ > 0 fixado,
| o dn=| o5 auer

pelo que ¢ = ¢S em quase todo o ponto. Uma vez que ¢¢ — ¢_ e ¢5 — ¢ quando ¢ — o,
concluimos que ¢ = ¢, em quase todo o ponto e, deste modo, a demonstragao do Teorema

Ergddico Subaditivo.
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Capitulo 3

Teorema Ergodico Multiplicativo

E objetivo do presente capitulo demonstrar os Teoremas de Oseledetse A organizacao
deste capitulo segue a do anterior, comegando com a explicacdo da estrutura da prova seguida
das varias fases (secgoes) que a compoe. Baseamo-nos essencialmente no texto de J. Bochi
([7], 2008) que por sua vez combina numa unica prova elementos de P. Walters ([41], 1993) e

de R. Mané ([24], 1987), esta ultima reproduzida também por M. Viana ([37]).

3.1 Estrutura da prova

Numa primeira instancia, comegamos por provar uma versdo mais fraca do Teorema|B|para
sistemas ndo necessariamente ergddicos (Secgao [3.2), usando a nogao de expoente de Lya-
punov classica em termos de limites superiores

A (z,v) = Mz, v) = limsupllog |A™ (z) - v| e R U {+o0}.
n

n—>o0

Assim definidos, os expoentes existem sempre, pelo que o intuito aqui é perceber a construgao
das filtragdes de Oseledets e as questoes de mensurabilidade, validas para o restante da prova.

Um trabalho mais sofisticado sera requerido para a realizacao dos limites g.t.p., ou seja,
para a parte existencial que na versao anterior ndo constituia obstaculo. Para isso estudamos
alguma Teoria Ergddica de produtos semi-diretos que, em termos praticos, se traduz na acao
dos cociclos lineares sobre o espago projetivo euclideano (Seccao [3.3). Essa é uma ideia algo

natural porque a natureza intrinseca dos expoentes de Lyapunov prende-se com diregées. Com

35
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as ferramentas anteriores, a atencao sera dirigida para o fibrado minimal do cociclo onde o ob-
jetivo é imediatamente concretizado (Secgéo [3.4). Para estender indutivamente este raciocino
aos (eventuais) demais expoentes, sera necessario construir fiorados complementares de maior
crescimento exponencial, com tratamento separado para as versdes unilateral (Seccéo e

bilateral (Sec¢do [3.7), fazendo um estudo do comportamento subexponencial (Secgédo [3.5).

3.2 Versao limite superior

Nesta sec¢ao, vamos demonstrar uma versdo mais fraca da versao unilateral (Teorema [B),
a qual chamaremos de versao limite superior. O motivo para esta nomenclatura prende-se com

a nogao classica de expoente de Lyapunov

— 1
Xz, v) = limsup — log |A™ (z) - v] € R U {+0o0}, (8.1)
n—oo N
com a convencao log(0) = —oo. Para além de existirem sempre, estes expoentes gozam de

boas propriedades algébricas de modo a possibilitar uma construgao clara dos espacgos de
Oseledets. Recordamos que estamos a tomar como modelo de espago de probabilidade de
Lebesgue (X, A, 1) um espago métrico compacto X com a o-algebra dos borelianos A = B,
completada em relacao a probabilidade ;.. Propomo-nos provar o seguinte resultado (inspirado
em [41]), onde a hipdtese do espacgo ser métrico compacto ndao é um requerimento essencial,

conquanto a probabilidade seja completa.

Teorema 3.1. Sejam (X, A, u) um espago de probabilidade completo e T : X — X uma
transformagdao mensuravel que preserva n. Seja A : X — GL(R, d) uma aplicagdo mensuravel
tal quelog™ |A*Y|| € L' (n). Nestas condigbes, em pi-quase todo o ponto x € X, existem k = k(x)

numeros reais \i(z) > --- > \;(z) e uma unica filtracéo linear
RI=VI>V2>...>VEs Ve - (0
tais que, para todo 1 < i < k, se tem
1. k(z) = k(Tz), N\i(x) = X\i(Tx), A(z) - Vi =Vj e
2. Mz,v;) = \i(z), sempre que v; € VA\VIHL,

Além disso, k(z), \i(z) e os espagos Vi dependem de forma mensurdvel de .
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3.2.1 Condicao de integrabilidade

Comegamos por analisar o papel que a hipdtese log™ ||A*!(z)| € L'(1) desempenha para
as conclusodes do teorema. Notamos de passagem que esta é mais forte do que a primeira vista

possa parecer, no sentido em que
log* |A*(2)] € L' (1) & |log |[A™ (2) || € L' () & log™ |A™ (2)] € L' ().

Dito isto, vejamos que qualquer uma das condi¢des de integrabilidade acima serve para asse-

gurar tipicamente a finitude dos expoentes de Lyapunov \(z, v).

Lema 3.1. Seja (X, A, ) um espago de probabilidade e T : X — X uma transformagdo
mensuravel que preserva u. Seja A : X — GL(R,d) uma aplicagdo mensuravel tal que

logt |ATY| € L' (). Entdo Mz, v) € R, para quase todo o ponto z € X e todo v € R4\ {0}.

Prova: Trata-se de uma consequéncia do Teorema Ergodico de Birkhoff [B.3]. Com efeito,

observando que

n—1
| AT (@) - o] < JAW @) - o] < ([T 1AT2)]) - o]

i=0

© 1

AT @) - o) = (A @) ol = ([T 1A @) - ol

i=0

obtem-se

1 n—1 ' B 1 n—1 4
lim sup — 2 —logt |A"H(T"2)| < M(=,v) < limsup — Z log" |A(T" )|
n—oo T ) n—oo N 0

A condigao de integrabilidade log™ |A*!| € L'(n) implica que os extremos da desigualdade

acima sao numeros reais em quase todo o ponto, donde se obtem a conclusao do lema. O

Este é essencialmente o Unico papel da hipotese log™ | A+ € L (1) na versao limite superior.
De facto, fodos os pontos sao regulares no sentido do Teorema (i.e., conquanto os expo-
entes possam ser t+oo) e, além disso, todos 0s objetos (expoentes de Lyapunov, seu numero e
espacos de Oseledets) variam mensuravelmente com = € X. Esse € o trabalho das préximas
subsecgoes.

Convém ainda fazer uma pequena observagao. Nestes resultados, quando falarmos em

propriedades que valham qg.t.p., podemos sempre assumir que conjunto onde elas valem é
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também T-invariante. Este cuidado adicional para garantir a regularidade ao longo das 6rbitas
nao restringe o contedudo dos mesmos em termos da medida pois dado um conjunto Y < X tal

que u(Y') =1, existe Z c Y satisfazendo u(Z) =1 e T(Z) c Z: basta tomar

Z = ﬁ T-"(Y),
n=0

o conjunto dos pontos de Y cuja T-6rbita esta contida em Y. Se a transformacao for invertivel,
podemos escolher Z tal que T~!(Z) = Z. Assim, podemos assumir que o conjunto de probabili-

dade total onde os expoentes associados a vetores nao-nulos sao finitos € também T-invariante.

3.2.2 Filtracoes lineares

Dirigimos agora a atengao para as propriedades algébricas principais dos expoentes A(z, v).
Uma vez desejando estudar o seu comportamento em cada fibra £, = R? e analisar a maneira
como se obtém os subespagos de Oseledets V!, é mais expressivo escrevé-los na forma A, (v),
pratica que adotaremos por um momento. Antes disso, deixamos os seguintes factos sobre

sucessdes de numeros reais que serao Uteis para referéncia futura.

Lema 3.2. Sejam (a,)nen € (bn)nen SUCeSsOes de numeros reais ndo negativos. Entao

1 1 1
lim sup — log(ay, + b,) = max{lim sup — log a,,, lim sup — log b,,} e
n—soo N n—soo N n—oo N

1 1 1
lim inf —log(a,, + b,) = max{liminf — log a,, lim inf — log b, }.
n—o N n—ax0 N n—w n

Lema 3.3. Segja ) : X x R? - R U {+mw} a fungdo expoente de Lyapunov definida por (3.7).

Entdo, para todos z € X, o € R\{0} e v,w € RY, valem
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Prova: Vamos provar separadamente cada um dos itens expressos no lema.
1. Resulta da convengao log(0) = —oo.

2. Dado que [A™ () - (av)|| = |a - A (z) - v|| = |a| - |A®™)(z) - v||, para todo o natural n, as

propriedades do logaritmo implicam

Kofarv) = limsup ~ logla] + = log | A®(@) - o] = Tu(0).

3. Observando que |A™ (z) - (v +w)| < [|A™ (z) - v| + ||A™(z) - w||, a desigualdade segue
do Lema3.2)aplicado a a,, = A" (x)-v| € b, = | A™ (z)-w]. Para deduzir a igualdade no
caso em que A\, (v) # A\.(w), podemos usar os resultados j& obtidos. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que A.(v) < A;(w), de modo que max{\.(v), \z(w)} = Az(w).
Entao

Ae(v+w) < Ap(w) = Ap(v +w — v) < max{A; (v +w), A\ (v)},

uma vez que A\,(v) = A (—v), pela propriedade (2). Se A\.(v + w) < A (v), as de-
sigualdades acima implicam \,(w) < A.(v), 0 que contradiz a nossa hipdtese. Logo,

Az(v 4+ w) = Az (v), e deduz-se das mesmas desigualdades que A\, (v + w) = A (w).

4. A prova deste item reduz-se ao seguinte calculo

A (A(z) - v)

1
lim sup — log [A™*Y(z) - v
n—oo N

+1

: 1 n
= limsup -mlog JACHD () - o

n—aeo

= A(v).

a

Em certos textos, faz-se um estudo abstrato destes expoentes relaxados (veja-se [4], [5]) e
geralmente uma aplicacdo A : V — R u {—0}, onde V € um espago vetorial de dimensao finita,
que satisfaca as trés primeiras propriedades do lema diz-se um expoente carateristico. As pro-
priedades algébricas subjacentes aos expoentes de Lyapunov permitem construir diretamente
as filtragcdes de Oseledets expressas no enunciado. Isso € algo que podemos fazer em todos

0s pontos ainda que sem a garantia dos expoentes serem finitos.
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Lema 3.4. Em todo o ponto x € X, existem k = k(x) € N ndmeros \i(z) > --- > Mg(z)

(possivelmente tomando valores em {+o0}) e uma filtragdo linear
RI=VI>V2>...>VEs Ve - (0
tais que, para todo 1 < i < k, se tem
1. k(z) = k(Tz), N\i(x) = X\i(Tx), A(z) - V=V e
2. Mz,v;) = \i(z) & v; € VAV,

Além disso, para cada x € X, 0s expoentes, 0 seu numero e 0s subespacos sao unicos.

Prova: Decorre da propriedade (2) do Lemaque se \:(v) # Az(w), 0s vetores ndo nulos v
e w sdo linearmente independentes. Assim, ). (-) pode tomar no méaximo d valores distintos em
R4 {0}, digamos
ML) > > Ay (@),
onde k(z) designa o nimero desses valores distintos (i.e., expoentes de Lyapunov em z). Por
e (B) do Lema[3.3] os espagos
Vii={veR?: N(v) < N(x)}, i=1,...,k(z),
sd0 subespagos vetoriais de R? (note-se que 0 € V! pois \.(0) = —oo). Por definigdo, séo
também encaixados
RE=V!>V2>...>Vk> VL = (0}
sendo claro que v; € VAVt < X, (v;) = \i(z). Finalmente, do ponto (4) do mesmo lema e do
facto de A(z) € GL(R, d), deduz-se que a filtracdo de Oseledets em x se transporta para a de

Tx, mais precisamente
k(z) = k(Tz), Ni(z) = X\(Tx) e Az)- V) =V},
Resumindo o que foi dito, temos

M(@),..., (@)} ={ e R : A=\, (v) paraalgum v e R}\{0}}

VIi={veR?: N, (v) < )\j(2)}

de modo que 0s expoentes, 0 seu numero e 0s subespacos estdo unicamente determinados.

O
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3.2.3 Mensurabilidade

Para concluir a demonstracao do Teorema analisaremos as questdes de mensurabili-
dade ainda pendentes, comegando por elucidar o significado da dependéncia mensuravel dos
expoentes, do seu numero e dos espagos de Oseledets.

A mensurabilidade do nimero de expoentes k(x) traduz-se na mensurabilidade da aplicacao
k : X — N, onde N se encontra munido com a o-algebra das suas partes P(N). Nao é dificil

verificar que isso equivale a mensurabilidade dos conjuntos
K;:={re X : k(z) =i},

para todo o natural 1 < i < d, que sdo precisamente aqueles em que 0s expoentes \; estdo
definidos, respetivamente. Dizer que estes sao mensuraveis significa que \; : K; — R é men-

suravel com respeito a o-algebra restrita a K; dada por
.Ai = {AGKZ : AE.A}C.A,

0 que implica mesmo a mensurabilidade com respeito a A, se com isso se quer dizer que
A\ H(B) € A paratodo B € B(R?), a o-algebra dos borelianos de R?. Por fim, resta esclarecer
a dependéncia mensuravel dos espacos de Oseledets. Isso é feito em termos da linguagem
dos fibrados vetoriais (mensuraveis). Considere-se uma aplicacao = — V, que a cada ponto
x € X associa um subespaco vetorial linear V,, de R? (i.e., toma valores nas grassmannianas).

Dizemos que esta aplicagao é mensuravel se

e z ¢ X — dimV, & mensuravel e

* para cada natural & tal que Dy := {z € X : dimV, = k} # &, existem aplicacoes

mensuraveis vy, . .., v, : D — R? de modo que, para todo z € Dy, 0 conjunto
By = {v1(2),...,ve(2)}
€ uma base de V.

Nestas circunstancias, a familia de subespacos {V,}.cx tem uma estrutura natural de fibrado

vetorial mensuravel sobre X de acordo com a Definicao terminologia que sera adotada.
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Do ponto de vista da medida, interessa essencialmente a maneira como os fibrados estao defi-
nidos num conjunto de probabilidade total, identificando por esse motivo dois fibrados {U, }.ex

e {V.}zex, escrevendo U =V, se
U, =V,, paraq.t.p. ze X.

Dizer que os subespagos de Oseledets V! dependem de forma mensuravel de z significa assim
que a aplicagéo = — V! € mensuravel no seu dominio de definicdo K; com a o-algebra restrita
A; ou, equivalentemente, que V* := {V!},ck, € um fibrado mensuravel. Apesar de intrinseca, a
definicao acima nao é tao conveniente para efeitos de demonstracdes. Optaremos pelo seguinte
critério alternativo para a mensurabilidade onde, pela primeira (e UGltima!) vez, precisamos de
assumir a completude do espago, mas nao necessariamente que seja métrico compacto, de

probabilidade ou sequer de medida finita.

Teorema 3.2. Segja (X, A, ) um espago de medida completo e x — V,, uma aplicagdo que a

cada ponto = € X associa um subespaco vetorial V,, de R?. Entdo sdo equivalentes:

1. © — V, é mensuravel.
2 {(z,20)eX xR : ze X, veV,} e AQB(RY).

Nota 3.1. E possivel ainda (e comum) exprimir a mensurabilidade dos subespagos em termos
das grassmanianas de R? (ver por exemplo [24]). Sendo variedades diferencidveis, e portanto
com uma estrutura topologica, permitiriam-nos definir a mensurabilidades nos termos mais con-
vencionais em que a imagem inversa de borelianos € mensuravel. Nao adotaremos também
essa abordagem, mas referimos porém que tal defini¢ao poderia ser incluida no Teorema[3.2 e,
de facto, é equivalente a definicao dada sem pressupor a completude do espaco de probabili-

dade (veja-se [41]]), uma desvantagem do critério acima.

Para demonstrarmos o critério acima e as demais questoes de mensurabilidade, usaremos
0 seguinte resultado de Teoria de Medida, que se baliza numa lista de resultados de projecdo
e selecao/seccao mensuraveis, constituindo uma versao particular de um resultado mais geral

[ver [8], 2° vol., pag. 39, Teorema 6.9.12].

Teorema 3.3. Seja (X, A, 1) um espago de medida completo, M um espago métrico completo
separavel e tx : X x M — X a proje¢ao natural. Nestas condi¢ées, para todo C € A® B(M),

tem-se
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1. n(C)e Ae
2. existe uma fungdo mensuravel ¢ : 7(C') — M tal que o grafico
e i={(z,(x)) e X x M : zen(C)}
esta contido em C.

Nota 3.2. O ponto|1|do Teorema ndo é valido para espagos mensuraveis gerais, como se
poderia pensar por analogia com o caso topologico onde as projecées dum produto de espacos
num dos fatores sdo abertas, i.e., enviam abertos em abertos. Esta questao, investigada ini-
cialmente no contexto do plano (<a proje¢cao de um boreliano do plano nos eixos sera ainda
boreliana?- ), foi posteriormente refutada a custo do esforco de diversos matematicos, com des-
taque para M. Suslin (1894 — 1919) que desenvolveu a no¢do dos agora chamados conjuntos e
espagos de Souslin (veja-se [8] para um tratamento detalhado desta teoria). Espagos métricos

completos e separaveis sao exemplos praticos importantes de espacos de Souslin.

Prova do Teorema (3.3 = ([@): Uma vez que z — dimV, é mensuravel, cada conjunto

, , - d
Dy :={xe X : dimV, = k} é mensuravel e tem-se X = | J,_, D;. Claramente,
{(x,v) e X xR? : € Dy, veV,} = Dy x R e AQ B(R?)

pelo que resta analisar os casos em que 1 < k < d. Sejam vy,...,v, : D, — R? aplicagdes
mensuraveis tais que o conjunto {v(z),...,vx(z)} € uma base de V,. Note-se que a condigao
x € Dy e v € V, é equivalente a dependéncia linear dos vetores vy (z), ..., vi(x) e v. Isto por sua

vez é equivalente ao facto do determinante da matriz de Gram, definida por
G(z,v) := Al(z,v) - A(z,v),

ser nulo, onde A(z,v) = [v1(z)---vk(x)v] € a matriz de dimensbées d x (k + 1) cujas colunas

sao os vetores assinalados. A fungao fi(x,v) = det G(z,v) € mensuravel, logo
{(z,0) e X xR? : z€ Dy, veV,} = f,1(0) € A® B(RY).

Como 1 < k < d é arbitrario, a prova desta implicacao esta concluida tomando a uniao desses

conjuntos (disjuntos) mensuraveis.
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@= (1): Observe-se que mostrar a mensurabilidade de = — dimV, equivale a mostrar a
mensurabilidade dos conjuntos R; := {z € X : dimV, > i}, para todo natural 1 < i < d. Temos

a seguinte cadeia encaixada
XZR()DRl D"'DRdDRd+1:®.

Por hipétese,

C:={(z,v) e X xR : ze X, ve V,} € A® B(R?).
Comegemos por definir Ey := X x {0} € A® B(R?) e considere-se I1; := C\E, ¢ AQ B(R?). Se
II; = & nada mais ha a provar. De outro modo, pelo Teorema[3.3] temos 7x (II;) € A e note-se

que mx(II;) = R;. Logo, ainda pelo Teorema[3.3| existe uma fungdo mensuravel v; : Ry — R?

tal que v (z) € V;;\{0}. Pela implicacao ja demonstrada, aplicada a

z € Ry — (ui(z)g

conclui-se que o conjunto £y := {(z,v) € X x R? : z € Ry,v € {vi(x))g} é mensuravel. Logo
II, := II;\ E; € mensuravel. Mais uma vez, se II, = ¢J nada mais ha a provar. De outro modo,
7x([2) = Ry € A e existe uma aplicagdo mensuravel vy : Ry — R? tal que va(z) € V,.\ (01 (2))g-
Tomando a aplicagao
z € Ry = (ui(z), v2(2))g

conclui-se que Fs := {(z,v) € X xR? : z € Ry, v € (v1(),v2(x))p} € A®B(RY). Por indugéo, ob-
temos assim a mensurabilidade de todos os conjuntos R; bem como a existéncia de aplicagdes
mensuraveis v1, ..., v; nos seus dominios de definicdo tais que, para todo o natural k e = € Dy,

o conjunto {v1(z),...,vx(z)} € uma base de V. O

Estamos agora em condi¢cdes de demonstrar a mensurabilidade dos expoentes, do seu numero

e dos espagos de Oseledets.
Lema 3.5. Tem-se o sequinte:

1. k: X — N é mensuravel,

2. z € K; — V! é mensuravel e

3. \i: K; > Ru {£oo} é mensuravel.
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Prova: Recordamos que mostrar a mensurabilidade de k equivale a mostrar a mensurabilidade
dos conjuntos K; := {z € X : k(z) > i}, nos casos em que 1 < i < d. Comegamos por observar
que K1 = {xr € X : k(z) > 1} = X é mensuravel e claramente a aplicagdo = € X — V! = R?

também. Observe-se que cada fungao
1 (n)
A, v) = —log |A™(a) - o]

€ mensuravel pois € a composta de funcao continua com uma funcao mensuravel. Desse
modo, conclui-se que \(z,v) = limsup,, , A\,(7,v) € mensuravel. Dai decorre imediatamente

a mensurabilidade de \; pois

A(z) = max Az, v) = max A(z, e;)

e fixado v € R? arbitrario a restricdo \,(z) = A(z,v) é mensuravel. Com isto mostramos a
mensurabilidade de K, V! e \;. Agora procedemos indutivamente para mostrar a mensurabi-
lidade dos outros expoentes e subespacgos de Oseledets. Seja Ey = X x {0} e considere-se 0

subconjunto de X x R? dado por
Ay = {(z,v) € X x R : N(z,v) < A (2)}\Eo.

Dado que X e \; sdo mensuraveis, A; € A® B(R?). Pelo Teorema tem-se mx(A1) € A e
note-se que m(A;) = K. Se Ko = ¢, nada mais ha a provar. De outro modo, considerando a

fungédo = € Ky — V.2 obtemos pelo Teoremaque a mesma é mensuravel pois
{(z,v) : z€ Ky, veV,} ={(z,v) € Ky x R? : X(z,v) < M\ (z)} € Ay @ B(RY).

Assim, por definicao, em cada fatia mensuravel nao vazia D, — K, existem aplicagcdes men-
suraveis vy, ..., vy : D — R tais que {vi(x),...,vx(x)} € uma base de V2 e portanto, nessa

fatia,

A2(x) = max A(x,v;(z))

1<i<k
€ mensuravel, o que implica a mensurabilidade global de A\, em K, com respeito a .A;. Mos-

tramos a mensurabilidade de K», V2 e X2. Por um argumento analogo ao que foi feito acima

segue indutivamente a mensurabilidade dos restantes. O
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Nota 3.3. A completude do espaco de probabilidade surgiu aqui misteriosamente como hipotese
conveniente para o tratamento das questées de mensurabilidade, fornecendo um critério sim-
ples e elegante. Numa primeira vista, poderiamos pensar que a mensurabilidade nada deveria
ter a haver com qualquer medida que se coloque no espago mensuravel (X, A), mesmo sendo
certo que a completude de 11 coloca certas retricées a A. De qualquer forma, podemos melho-
rar as hipdteses do Teoremal[3.1]: ele é também vadlido para quaisquer espagos de probabilidade

(X, A, n) tais que (X, A) admite uma medida v com respeito a qual (X, A,v) é completo.

Com isto termina a prova do Teorema Notamos que as multiplicidades dos expoentes
de Lyapunov )\; dadas por z € K; > dim V; — dim V/*! sdo também mensuraveis. Apesar de
nao ser estritamente essencial para o natural seguimento da prova, aproveitamos a ocasido para
demonstrar rapidamente a seguinte proposi¢cao sobre a mensurabilidade do conjunto dos pontos
positivamente regulares, um facto que poderia ser Util se ambicionassemos provar versées nao-
ergodicas do Teorema de Oseledets. Se o leitor desejar, pode saltar esta parte avancando para

o Corolario[3.1]da versao limite superior.
Proposicao 3.1. R*(T) € A.

Prova: Notamos que = € R*(T) se, e somente se, \* (x, v) existe e é finito, para todo v € R\ {0}
(uma implicagao € o6bvia, a outra segue diretamente da discussao sobre filtracoes lineares).
Para analisar a parte da existéncia no membro direito da equivaléncia acima, consideramos o

conjunto
d . 1 (n) i inf © (n)
I':={(z,v) e X x R* : limsup — log||A""(z) - v| = liminf — log | A" (x) - v||}.
n—oo T n—w 1N
Note-se que de I € A x B(R?). Temos ainda
Q:={ze X : \*(z,v) existe para todo v € R?} = 7(I')\n((r(I") x RH\I),
que, pelo Teorema[3.3] € mensuravel. Para a parte da finitude dos expoentes, sejam

A()Z:{xEX : )\1(1)):00}9

A;:i={zek () : \(z) = -0}, paral<i<d.
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Todos estes conjuntos sao igualmente mensuraveis. Finalmente,

d
RUT) =\ A
1=0
é também mensuravel. O

Regressando a prova, o ponto de partida para as versées mais ambiciosas dos Teoremas

de Oseledets B e [C| sera o seguinte corolario (versdo ergédica) do Teorema[3.1]

Corolario 3.1. Nas mesmas hipdteses do Teorema|3.1| se adicionalmente T for ergédica, exis-

tem numeros reais

AL > > A

e, em u-quase todo o ponto x € X, ha uma filtragdo linear
RE=VI>V2>...5>VF> VAL = (0}
tal que, paratodo 1 < i < k, se tem
1. A(z)-Vi=Vl_ e
2. Mz,v) = \;, sempre que v; € VAV

Além disso, os espagos V! dependem de forma mensuravel do ponto da base x e tem dimensao

constante dimg (V) = d;.

Nota 3.4. Muitos dos resultados que aqui vemos, tais como o Corolario poderiam ser
reformulados facilmente para morfismos em subfibrados invariantes mensuraveis {V,},ex de
dimensao constante. De facto, é sempre possivel reduzi-los ao caso do fibrado trivial, i.e.,
X x R™, conjugando o morfismo com alguma mudanga de coordenadas mensuravel (tempe-
rada) O : X — O(R, m) tal que O(x)-V, = R™, obtendo assim um cociclo cohomologo com esta
propriedade (ver Apéndice|C para detalhes). Esta ideia de redugdo estara implicita em diversos

pontos ao longo da prova.



FCUP | 48
CAPITULO 3. TEOREMA ERGODICO MULTIPLICATIVO

3.3 Teoria Ergodica de produtos semi-diretos

Nesta e na proxima secgao, vamos explorar ideias patentes em [41] que culminam no Lema
A ideia natural na sequéncia da secgao precedente € mostrar que os expoentes de Lyapu-
nov relaxados \(z, v) sdo genericamente limites, com alguma informac&o adicional no caso das
transformacgoes invertiveis.

Seja (Y, B) um espaco mensuravel e considere-se X x Y munido com a o-algebra produto
A®B. Uma transformagao mensuravel S : X xY — X x Y diz-se um produto semi-direto sobre

T:X - XsenroS=Tom, o0useja, se for da forma S(z,v) = (T'z, S,v).

XxY —2 5 XxY

ﬂl lﬂ

x L5 X
Esta definicao é parecida com a dos cociclos, mas aqui ignoramos a exigéncia de qualquer
tipo de linearidade. Observamos que sendo S mensuravel, as aplicagdes S, : Y — Y sao
mensuraveis para todo z € X. Para os nossos propésitos, vamos considerar o caso em que
Y = P é um espago métrico compacto, B = B(P) é a o-algebra dos borelianos de P e as
aplicacbes S, : P — P séo bije¢des continuas, para todo x € X.

Denotamos por C°(P) o espagco vetorial real das fungdes continuas f : P — R com a norma

da convergéncia uniforme
I fllco = sup[f(v)].
veP

E facto estabelecido que (C°(P),| - ||co) é um espago de Banach separavel. Seja F o espago

vetorial real de todas as aplicagdes mensuraveis ¢ : X x P — R tais que
1. ¢(z,-) := ¢, € C°(P), paratodo v € X, e
2. 1€ X —|¢afco € L' ()
quocientado pela relacao de equivaléncia
¢~ e ¢, =1, para u-quase todo o ponto z € X.

Adotamos a pratica recorrente, ainda que nao inteiramente rigorosa do ponto de vista técnico,

de pensar os elementos de F simplesmente como fungdes no sentido usual sem considera-los
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como classes de equivaléncia. Como complemento ao ponto[2, notamos que se ¢ : X x P —» R
€ mensuravel entdo a aplicagdo = € X — |¢| o € R é mensuravel: tome-se um subconjunto

enumeravel denso de P, digamos {v, }.cn, € observe-se que
|¢zllco = sup |p(z, vn)]-
neN

E também verdade que z € X — ¢, € C(P) é mensuravel para a o-algebra induzida pela

topologia uniforme em C'(P). Munimos F com a norma

6] = fX 620 dyt.

A verificagao de que ||| € uma norma é rotineira pelo que a omitimos. As fun¢des continuas sao
densas em F com respeito a esta norma pelo que temos o seguinte facto, cuja demonstragao,

apesar de longa e em parte padronizada, optamos por incluir.

Proposicao 3.2. (F,| - ||) € um espacgo de Banach separavel.

Prova: Seja (¢,), uma sucessao de Cauchy em F. Queremos ver que existe uma fungao
¢ € F tal que |¢, — ¢| — 0 quando n — . Como (¢,), € de Cauchy, podemos extrair um

subsucessao (¢, ) tal que, para todo k € N, se tem

1
H¢m«+1 - ankH < 27

Definimos as seguintes funcdes:

k

Ye(x) = D) 101 (2,7) = dny (@, )0 € W(a ZH%ZH = On; () co-

=1
Cada funcao v, € mensuravel, logo ¢y = limy 15, € mensuravel. Aplicando o Lema de Fatou
[A.3], temos
k
< T T <
[wau < timin [vd nint 3 10n., = n| < 1

e, portanto, v € finita g.t.p.. Deste modo, para u-quase todo o ponto z € X e paratodov € P, a
série

¢n1 x, 'U 2 d)m_,_l ¢nz x U)
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€ absolutamente convergente. Seja ¢ a soma da série nos pontos onde ela converge e alguma

constante fixada nos pontos onde a convergéncia nao € assegurada. Como

k—1

¢n1 + Z (¢ni+1 - stm) = ¢nka
i=1

temos limy ¢, = ¢, para quase todo o ponto =z € X e para todo v € P. Vejamos que ¢ € F e

|¢n — ¢|| = 0 quando n — oo. Para cada ponto = onde ha convergéncia, temos
o0}
Hgb(x7 ) - ¢nk(£ﬁ, ')HC’O < Z H‘bm+1($> ) - d)m(xv ')HCO —0
i=k

quando k — o. Logo, ¢, = ¢(z,-), sendo o limite uniforme de fun¢des continuas, é ainda uma
funcdo continua. Dado e > 0, existe N € N tal que para todos m,n > N se tem ||, — ¢ | < €.

Aplicando outra vez o Lema de Fatou, para n > N temos

6= 6ul = | _10ta.) = dn(o. Yo < Timmind | o, 0.) = . Mo die <

Logo, |¢|| < oo, pelo que ¢ € F e também | ¢, — ¢| — 0 quando n — co. Com isto provamos a
completude de F relativamente a norma.

Vejamos agora a separabilidade. Para isso, vamos mostrar que, para toda a fungéo ¢ € F e
e > 0, existe uma fungao ¢ continua tal que ||¢ — ¥|| < e. A separablidade de F segue assim do
facto de C°(X x P) ser separavel (pois X x P é métrico compacto). Fixemos ¢ > 0. Para todo

x € X, ¢, € uniformemente continua e por isso existe §(z) > 0 tal que
d(v1,v9) < 8(2) = |u (1) — dulv2)] < % para todo v, vs € P.
Podemos escolher 6(x) mensuravel. Considere-se a medida v definida por
v(B) = JB |¢z|co du, para todo o boreliano B.

Seja As == {r e X : 6(x) < 6} e tome-se ¢y > 0 tal que v(4;,) < ¢/6. Tomemos uma particao

da unidade dy-fina, ou seja, uma colegao de fungdes continuas hy, ..., h, : P — [0, 1] tais que
* hi(v) + -+ hy(v) =1, paratodov e P, e

¢ A;:={ve P : hi(v) >0} tem didmetro menor que dy, paratodo 1 < i < n.
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(ver Proposicao acerca da existéncia de tal particao). Fixemos um ponto v; em cada A; e

tomemos um funcao continua f; : X — R tal que
€
| 160y = pldn <

(ver Proposicao acerca da densidade de fungdes continuas em L!(1)). Por fim, considere-

se a funcgao continua

P(a,v) = Y fi@)hi(v).
=1

Vamos ver que ||¢ — ¢| < ¢, 0 que concluird a prova. Note-se que

|¢e = Yallco = sup|p(z,v) = (z,v)]

veP

< sup 33 10z, v) = fil2) |hi(v)
Ve =1
< sup sup |¢(z,v) — fiz)]
1<i<nveA;
< sup sup [@(z,v) = ¢(z, v;)| + sup [d(z,vi) — fi(w)]

1<i<n veA; 1<i<n

< sup sup [z, 0) = Gz, vi)| + ) bz, v) — filx)]-
i=1

1<i<nveA;

Logo, tem-se |¢ — ¢|| := § |¢z — ¥z|co du < I + I, onde

L = f sup sup |¢(z,v) — ¢z, v;)| dp

1<i<nveA;

- f sup sup |$(z, v) — 3, v5)| dps + J sup sup [$(z, v) — $(z, v;)| ds
A X\As,

1<isnveA; 1<i<nveA;
50

< | ool [ S
As, veP X\A;, O
< 3

€ €

Ir := JZ; |p(x,v;) — fi(z)|dp <n - o = 5
Portanto, ||¢ — | < e como pretendido.

Consideremos o espaco M (u) das probabilidades em X x P que se projetam em p (i.e.,
tais que m,v = p). Este € um subconjunto do espago das probabilidades P(X x P) que, como é
sabido, é (sequencialmente) compacto para a topologia fraca*, onde uma sucessao de probabi-

lidades (v,), converge para uma probabilidade v se e somente se
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fqﬁdun — Jquu para toda a fungé@o ¢ € C°(X x P) .

Devido a densidade das fungdes continuas em F, tem-se a convergéncia supracitada para
toda a fungao ¢ € F. Temos ainda o seguinte facto, que revela uma propriedade importante de
M(p).

Proposicao 3.3. M(u) € fechado no espago das probabilidades P(X x P) (e portanto compacto

para a topologia fraca®).

Prova: Seja (v,,), uma sucessao de probabilidades em M (u) convergente para alguma proba-
bilidade v € P(X x P). Queremos ver que v € M(u), ou seja, que m,v = u. Para isso basta
ver que v e u integram fungdes continuas da mesma maneira. Com efeito, dada f ¢ C°(X)

arbitraria temos

ffdw*yszowdyz lim | fowdy, = lin&offdw*ynz lingoffduszdu.

n—o

Dada ¢ € F e n € N, escrevemos
n—1 '
P = Y oS = oS+ +hos !
=0
e, quando S € invertivel,
P = _21/,05*%' = —ho S — . —gpo ST
=1
Passamos a apresentar o lema que resume o essencial desta seccao.
Lema 3.6. Sejam ¢ € F e c € R tais que para quase todo o ponto x € X
- Lo
lim sup Ew (z,v) = ¢, paratodov e P.
n—0

Entao a mesma afirmacgao é valida substituindo o limite superior pelo limite usual. Além disso,

a convergéncia é uniforme sobre P, mais precisamente,

lim inf lw(”)(:c,v) = ¢ = lim sup lw(”)(ac,v) g.t.p..

n—-wueP N n—0,pn

No caso em que S é invertivel, as mesmas conclusées sao validas também quando n — —oo.
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Prova: Seja I,(x) = inf,cp (™ (z,v). Tomando um subconjunto enumeravel denso {v;}; de
P, concluimos que I,,(x) = infy (™ (x,v;) é mensuravel. Observe-se que |I;(x)| < |[toz]co €
portanto I; € integravel. Além disso, (1,,),, € uma sucessao superaditiva de fungdes mensuraveis

comrespeitoa T, i.e.,

Iyn 2 Iy + In 0 T,

pelo que é possivel aplicar o Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman [A] a sucessao (—1I,,),
(que é agora subaditiva) para concluir a convergéncia da sucessao (%In(x))n para uma certa
constante b € R u {00} em quase todo o ponto.

Para cada = € X, seja u,(z) € P um vetor que minimiza a fungdo continua (" (z, -), ou
seja, tal que I,,(x) = ™ (x,u,(x)). Afirmo que é possivel escolher u, a depender de forma

mensuravel de z. Para isso, considere-se
Ap = {(@,v) € X x P : ™ (z,v) = I, ()} € A x B(P).

Claramente, 7mx(A,) = X. Pelo Teorema (3.3} existe uma fungao mensuravel v, : X — P tal
que (z,un(z)) € A,, para todo z € X, como pretendido.

Para o natural seguimento da demonstracdao, vamos provar a existéncia de uma probabi-
lidade S-invariante em X x P, através dos argumentos carateristicos do Teorema de Krylov-
Bogolubov . Nessa linha de ideias, considerem-se as probabilidades v e v, em M(pu)

definidas por

W(B)=pu({zeX : (z,u(x)) e B}) e

n

1 n—1
Uy = - Z kaug.
i=0
Seja (v;) uma subsucesséo convergente, digamos para v. Vejamos que v € S-invariante. Para

isso, basta ver que, para toda ¢ € F, se tem {0 Sdv = {1 dv. Com efeito,

|[§ypoSdv—{ydv| = limj|S1/JoSanj—Sz/1anj|
lim; | {4 d(Sutn; — Vn,)|
iy 1§26 d2 (5200, — o))
g 2 § oo di

0.

Nl
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Pela convergéncia na topologia fraca*, temos § ¢ dv = lim; § ¢ dv,,;. Além disso,

fodi, = L3 foosid
= % S¢(nj) dygj
= L {00 (@, un, (2)) dpa()
= 5§ 1o, du,

pelo que {¢ dv = lim; % § I,; du = b, em virtude do Teorema Ergddico Subaditivo. Note-se que

o Teorema Ergodico de Birkhoff implica que
1

existe para v-quase todo o ponto (z,u) € X x P. Uma vez que (™ (z,u) > I,,(z), decorre que
¢*(z,u) = b em v-quase todo o ponto. Mais uma vez pelo Teorema de Birkhoff, temos §¢* dv =
§4 dv = b e portanto »* = b em v-quase todo o ponto. Por hipétese, lim sup,, _,., 21 (z,v) = ¢

em v-quase todo o ponto. Logo b = ¢, ou seja, por definicao,

lim inf l1/}(")(33,1)) =c pqtp zelX.

n—oOueP N

Notamos que, em geral, para uma probabilidade S-invariante v/ em M/(u) qualquer vale
{¢dv' = b = ¢, uma vez mais pelo argumento com o Teorema de Birkhoff acima utilizado.
Suponhamos agora que S € invertivel (0 que é equivalente a T ser invertivel), mas nao neces-
sariamente sobrejetiva. Convém notar que S—! é também v-invariante e portanto o conjunto
dos pontos para os quais a Orbita (positiva) por S—! esta definida tem probabilidade v total - em
particular é nao vazio, pelo que expressoes do tipo lim,, %infuep (=) (z, v) fazem sentido
nalgum conjunto - 0 mesmo valendo para qualquer outra probabilidade S-invariante. Assim,
podemos repetir o raciocinio anterior para S—!, considerando agora i, (z) = inf,ep (" (z,v).

Analogamente, obtemos uma probabilidade S-invariante +/ tal que

lim 1 inf w(")(a:,v) = dey' =c q.tp.

n——o N veP

Com um argumento adaptado para S, (z) = sup,.p ¥ (z,v), se provaria que

lim sup 1w(")(gc,v) =c qg.tp.e

no0 ep N

lim sup l1/)(”)(x,v) <c qt.p.

n——aoo ueP n

Isto conclui a demonstragao. O
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Nota 3.5. Se na hipdtese do resultado acima colocassemos limsup,,_,, %w(m (x,v) = c (res-
petivamente, limsup,,_,, 24 (z,v) < ¢), poderiamos concluir lim,,_, +  inf,ep 29" (z,v) > ¢

(respetivamente, lim,,_, 1 o SUp,cp %1#(”)(% v) < ¢), onde n — —oo € permitido se S for invertivel.

3.4 Fibrado minimal VV*

Apo6s uma digressao geral, retornamos ao Corolario que fornecia os expoentes de Lya-
punov \; > --- > \; e os subespagos V! > --- > VK. Para aplicar a teoria desenvolvida
na secgao precedente, concentramos a nossa atengao no menor expoente A\pin(A) = Ax € no
fibrado vetorial mensuravel E, = V¥ que tem dimens&o positiva dim £ = m. Denota-lo-emos
por fibrado minimal. Em virtude do mesmo corolario, F é invariante e temos

1 n
lim sup . log HA‘(E) () -v| = Amin(4), paraqg.t.p. x € X etodo v e E;\{0}.

n—0oo

Na verdade, vale algo mais forte, de acordo com o seguinte

Lema 3.7. Para quase todo o ponto x € X e todo v € E,\{0}, tem-se
lim - log [A™ (2) - 0] = Amin(A)
n—w n, |E min .

Se, adicionalmente, T for invertivel, vale a mesma conclusdo também quando n — —oo. Em

qualquer caso, a convergéncia é uniforme sobre B, := {ve E, : |v|| = 1}.

Os expoentes de Lyapunov dependem essencialmente da diregao dos vetores da fibra, ndo
da sua magnitude. Por essa razao, para captarmos a informacao importante da dinamica basta-

nos olhar para um espaco de diregbes, a saber, o espaco projetivo euclideano P(R™).

Prova: Sem perda de generalidade, podemos assumir E, = R™ (ver Nota[3.4). Seja P = P(R™)
0 espaco projetivode R™ e S : X x P — X x P o cociclo projetivo sobre T induzido em X x P

por A, ou seja, o cociclo definido por

Sz, [v]) = (T(x), [Ag(2) - v]),

onde |v] € P designa a classe de v € R™. Considere-se ainda a fun¢do ¢ : X x P — R dada

por ¢(x, [v]) = log W' Note-se que tais fungdes se encontram bem definidas, i.e., nao
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Ay

y= |

X

Figura 3.1: ESPAGCO PROJETIVO NO PLANO IDENTIFICADO COM A RETA Y=1

dependem do representante v € R™ escolhido. Da igualdade

lw( l Z_]I A(J+1)( )UH - llog HA(n)( ) - UH
n S AR @ [l

retira-se imediatamente que
lim sup — w( )(#,[v]) = Amin(4), paraq.t.p. ze X etodo [v] e P
n—o0
Pelo Lema[3.6] o limite superior pode ser trocado pelo limite usual. Noutros termos,

11111 log HA(" (z) - v = Amin(4), paraqg.t.p. ze X etodov e E,

(onde n — —oo se T for invertivel). Decorre do mesmo lema e do facto do logaritmo ser cres-

cente, a convergéncia uniforme sobre vetores unitarios, traduzida pelas igualdades

lim log A ()] = lim logm(AG) (2)) = Auin(A).

n—too n —toon E
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Se k = 1, a demonstracdo do teorema terminaria aqui. Em geral, necessitamos de estabe-
lecer a existéncia dos limites nos restantes fibrados V7 e E’, 1 < j < k— 1. Isso sera o trabalho

das secgbes seguintes, separando o caso das transformagdes gerais do das invertiveis.

3.4.1 Expoentes de Lyapunov extremais

Antes de prosseguirmos, faremos uma pequena observagao respeitante aos expoentes
de Lyapunov extremais Amin(A) = Ar € Amax(A) = A1 € a sua relagdo com o Teorema de
Furstenberg-Kesten (Teorema(1.1), o que sera util futuramente. Com as ideias atras apresenta-

das, podemos provar que

Lema 3.8. Para quase todo o ponto x € X, tem-se

lim_ + log m(A™) (z)) = Ain(4) e 11g%log\|A<"><x>|\=Amax<A>.

n—aoo N

Prova: Provaremos apenas a primeira igualdade, sendo a outra inteiramente analoga. Pelo

Corolério[3.1] ja sabemos que

1
limsup — log |[A™ () - v = Amin(4), paraq.tp. z € X e todo v € RA{0}.
n

n—o0

Usando a informagao contida na Nota [3.5]e as ideias da demonstragédo do Lema[3.7]que envol-

vem a redugao da dinamica ao espago projetivo, obtemos

lim — log m(A™ (z)) = Amin(A), paraq.tp. ze X.

n—o n

Por outro lado, uma vez que m(A™(z)) - jv| < ||A™ (z) - v|, tomando v € V*\{0}, decorre

lim sup % log m(A™ (z)) < Amin(A), paraq.tp. ze X.

n—eo

Com isto fica provado o lema. O

Nota 3.6. Quando T é invertivel, valem também as formulas

lim 2 logm(AM(2)) = Amac(4) €  lim ~log [A™ ()] = Amin(A),

n——own n——o n

uma vez que m(A™(z)) = | A ()|~
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3.5 Crescimento subexponencial

Nesta seccao, desenvolveremos técnicas para lidar com informagao assintotica do tipo da

que € dada pelos expoentes de Lyapunov. Principiamos com a nogao quintessencial.

Definicao 3.1. Uma fungdo mensuravel ¢ : X — R diz-se ter crescimento subexponencial para
uma probabilidade 1 € uma transformacdo 7' : X — X, se

1
lim —¢poT" =0 p-q.tp..

n—o n

A presencga de comportamento subexponencial torna certas quantidades negligiveis do ponto
de vista da presente teoria, pelo que é (til saber com que frequéncia isso sucede. Temos a se-

guinte condi¢ao (comparar com a Proposicao [2.1], onde é usada uma hipétese mais forte).

Lema 3.9. SejaY < X um conjunto mensuravel T-invariante e ¢ : Y — R uma fungdo men-

suravel tal que ¢ o T — ¢ é semi-integravel. Entao

lim l<z> oT"(x) =0, paraqg.tp. €Y.

n—o N

Se T for invertivel, vale também

lim igb oT™(x) =0, paraq.tp.z€Y.

n o ]

Prova: Seja ¢ = ¢ o T — ¢ e denotemos por * o limite das médias temporais de Birkhoff de ).

Pelo Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman [A], temos

n—1

1 1 1 .
—poT" = —¢p+ — Z PpoT7 —*, paraqtp. zeY.
n n n s
Vejamos que ¢* = 0, para quase todo o ponto x € Y. Dado um natural k, considere-se
Ye:={xeY : |p(x) <k}

Claramente, Y = U,;‘Ozl Y. Pelo Teorema da Recorréncia de Poincaré, para quase todo z € Y;,
existem naturais ni(z) < ng(z) < --- tais que 7@ (z) € Yi(& |p(T*) (2))| < k), para todo
1 € N. Logo,

lim inf l(b oT™(z) =0, paraquasetodozel| i ,Yr =Y,

n—o N
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0 que implica o pretendido. Quando T é invertivel, a fungdo ¢ o T-! — ¢ é semi-integravel e

portanto aplica-se a argumentagao anterior. O

Vamos aplicar o resultado anterior no contexto do Teorema de Oseledets, substanciando a
condigéo de integrabilidade log™* |A*!|| € L(u), até agora quase oculta. Usualmente, conside-
ramos ¢ = log || A|| e fun¢des do tipo

Ce(z) = supe A (z)].

n=0

O ponto crucial aqui é que na presenga de comportamento subexponencial tais fungdes sao

finitas .t.p e, nessas circunstancias, valem majoragées do género
|AM) (2)]| < Cc(z) - €™, paratodo n € N,

que nos permitem avaliar o comportamento da norma dos iterados em termos da exponencial.
O proximo resultado generalizara um pouco mais estas ideias, onde M (R, d) designa o conjunto

das matrizes quadradas de dimensao d com entradas no corpo dos nimeros reais.

Lema 3.10. Sgja B : X — M(R,d) uma aplicagdo mensuravel tal que log* |B| € L'(u).

Suponha-se que ~ € R satisfaz
linmjogp % log |B™(2)| <~ q.tp.. (3.2)
Entao para todo € > 0 existe uma funcdo mensuravel b, : X — R* tal que
|BOT )| < be(a) - el

para quase todo x € X, todon >0 eie Ny ouiecZ (seT forinvertivel).

Nota 3.7. Sob a hipdtese de integrabilidade log™ |B| € L'(u), o Teorema Ergédico Subadi-
tivo assegura sempre a existéncia de um tal v € R. De facto, como estamos a supor que a

probabilidade é ergddica, existe § € R u {—w} tal que
lim ~log | B ()] = 0 q.tp
Jim Lp..

Basta tomar algum ~ = 6.
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Prova: Seja ¢ > 0 escolhido ao arbitrio e Y o conjunto T-invariante de probabilidade total dos
pontos onde vale a hipotese em (3.2). A fungdo c¢: Y — [1,c0) definida por

o(x) = sup e~ B (z)]

nz=0
é mensuravel. Decorre diretamente da definicdo que | B ()| < c(x)e"*9", para todo n € N.
Além disso,

(2) < max{1,e” I B(a)[} - (Tw)

e portanto, tomando os logaritmos, temos
log e(Tz) —logc(z) = —max{log® | B(x)| — (v + ¢), 0}.
Desse modo, log c o T' — log ¢ € integravel em sentido lato e, pelo Lema[3.9] conclui-se que

lim llog ¢(T'z) =0, parag.tp. zeY (ouze X) (3.3)

71—+ 7

(onde i — —oo somente se T for invertivel). Por fim, aplicamos a ideia do supremo outra vez:
considere-se o conjunto T-invariante de probabilidade total Z < Y onde (3.3) vale e defina-se
be : Z — R pela formula

be(x) = ‘slgpz e lle(Tx).
1€Np,

Por definicdo, ¢(Tz) < b.(x) - el para todo i € Ny, Z. Assim,

HB(n) (TZ.CU)H < C(TZLL’) . e(’ere)n < be(:v) . e('ere)v”Hr<z|i|7

para quase todo = € Z, todo n > 0 e i € Ny, Z. Extendendo b. a uma fungdo mensuravel definida

em X, o resultado segue. O

Nota 3.8. Quando B nao toma valores no conjunto das matrizes quadradas, ndao podemos falar
de B (z) e aplicar estritamente as conclusées do lema anterior. Mas, sob a condicdo de
integrabilidade log™* | B|| € L'(u1), podemos ainda assim assegurar a existéncia de uma fungdo
be : X — R* tal que

|B(T"z)| < be(z) - eVl paraq.tp. z € X etodoie Ny, Z,

ou seja, crescimento subexponencial para log | B|.
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3.6 Versao unilateral

Nesta seccao, vamos provar o Teorema de Oseledets no caso das transformacoes gerais,
nao necessariamente invertiveis. Para obtermos os expoentes como limites uniformes nos fi-
brados V' diferentes do fibrado minimal £ = V*, necessitaremos contudo de mais algumas
ferramentas.

Assumiremos, sem perda de generalidade, que a norma em R% vem de um produto interno
{-,->. Uma tal suposigao permitira falar de ortogonalidade, uma noc¢ao especialmente vantajosa
para os calculos. O panorama geral é o seguinte: consideramos U = {Uz}iex € V = {Va}aex
subfibrados mensuraveis A-invariantes de X xR?, de dimens&o constante, satisfazendo U, c V,
para todo x € X (ou para todo x num conjunto de probabilidade total). Usando o produto interno,
introduzimos o fibrado mensuravel W = {W,},cx definido como o complemento ortogonal de
U em V de modo que V, = W, & U, (soma direta ortogonal) para todo x € X. Note-se que
W ndo é de antemao A-invariante. Com respeito a esta decomposicao, podemos representar
matricialmente A,y por

B 0
C Ay

representacao essa a ser interpretada da seguinte maneira: B: W - W e C : W — U sao os

A‘V =

morfismos induzidos por A através das expressoes
B=pyoA e C=pyoA,

onde pw e py sao as projecdes ortogonais nos fibrados indexados. Deste modo, B define
um novo cociclo e o problema & agora relacionar os expoentes de Lyapunov de B com o0s
de Ap,. O proximo resultado, baseado em [41], resolve (parcialmente) esta questao, sob a
hipotese dos expoentes de Lyapunov serem menores no fibrado U, a situacao relevante neste
contexto. Adotamos a convengao de designar por u, w € v elementos genéricos de U,, W, e

V., respetivamente.
Lema 3.11. Seja A\ um numero real tal que, para quase todo o ponto x € X,

1
lim sup — log [|A™ () - u| < X\, paratodou e U,, e
n

n—o0

1
limsup — log [A™(z) - v| > \, para todo v € V,\U,.

n—oo N
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Entao, para quase todo o ponto x € X, tem-se

1
lim sup log JA™) () - o] = lim sup ~ log |B™ (z) - pw(v)|, paratodove V,\U,.  (3.4)
n—o0

n—oo

Além disso, se existir o limite do lado direito para algum w = py (v) € W,\{0}, entdo existe o

limite do lado esquerdo para todo v' € py,} (w) = V;\U, e, nesse caso, coincidem.

Prova: Escrevemos um elemento geral de V,\U, por v = w + u para alguns u = py(v) € U, €
w = pw(v) € W;\{0}. Comegamos por observar que, no conjunto de probabilidade total onde
valem as hipéteses do lema, chamemos-lhe Y por conveniéncia, tem-se

lim sup — logHA M (z) - (w + )| —hmsup—log JAM™ (z) - w),

n—o0 n—0o0
devido a propriedade de dominagdo do maior expoente de Lyapunov (ver Lema [3.3). Assim,
para a primeira parte, consideramos apenas o caso em que u = 0, i.e., py (v) = v naigualdade
(3.4). Mais precisamente, propomo-nos demonstrar que, para q.t.p. = € X,

lim sup 1log |A™ (z) - w| = limsup — ! log |B™ (z) - w|, paratodo w e W,\{0}. (3.5)

n—o0 n—0

Decorre da definigdo que A‘(C.)(:c) v =B (z) - w+ [Cplz) - w + Afg)( ) - u], onde

Z A” ity o(Tiz) - BO(). (3.6)

Em particular, A|(V)( )-w = BU(z) - w + Cp(z) - w. Uma vez que B (z) - w L Cph(z) - w e
estamos a supor que a norma vem do produto interno, decorre do Teorema de Pitagoras a
relagdo | A (z) - w|? = |B™ () -w|? + |Cn(z) - w| . Aplicando o Lema|[3.2)a esta relagéo, para
todox e X e w e W,, vale
1 (n) ; 1 (n) ~ 1
lim sup —log |A™(z) - w|| = max { limsup — log | B"(z) - wH,hmsup log |Cn(z) - w]|}.
n—00 n—oow T n—

Seja (ex)r uma qualquer sucessao estritamente decrescente e convergente para 0. Comegamos

por observar que

[Ajp (@) < [A@)] e [C@)] < [|Ap(@)] < A=),
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pelo que log™ Ay, log* |C|l € L' (). Assim, pelo Lema[3.10|e pela Nota[3.8|que se Ihe segue,
para cada natural k, existe um conjunto Y, c Y de probabilidade total e fungcdes mensuraveis

ar,cp : X — RT tais que
|AD(T2)]| < ax(@)elcrVmeest e |C(T'x)| < e(@)e,

para todo z € Y, e n,i > 0. Afirmamos que para todo = € Y, = ()}, Y%, que tem probabilidade

total, vale (3.5). Suponhamos, por redugao ao absurdo, que nao, i.e.,

1
7 = limsup —log |B™(z) - w| < limsup — log [|A™ (z) - w|| = A
n—oo T

n—0o0
para alguns z € Yy e w € W, \{0}. Seja ¢, > 0 escolhido tal que max{r, A\} + 3¢, < A. Definindo

b = b(z,w,e) = sup,=ge FTI|BM(z) - w| € RT, temos diretamente
IBM™ (z) - w|| < b- el paratodo n € No.

Para obter uma contradicdo concentramos agora a atengao em C,,(z) de acordo com a férmula

dada em (3.6), vendo que, num certo sentido, &€ demasiado pequeno. Com efeito,

n—i—1 7 7 %
1Cn (@) - w|| < Z HA (1) - |O(T )| - |BO () - w]

. (n—i=1) /i1, | . i RE
< ne max Ay - (T )] - [C(T )] - [ BY (=) - wl
< n-dy (1’) . max e(€k+)\)(n*i*1)+€k(i+1)e€ki€(€k~+7')i

0<isn—1
= n-di(z)- max e*M+2)n—i—HAtri
0<isn—1
< n- dg(aj) . 636’“n . max e(nfifl)/\wtﬂ‘
o<ign—1
< n- d3((L’) . 636kn . emax{)\ﬂ'}n
I dg(l') . e(max{)\,’r}-‘r?)ek,)n

e portanto

lim sup —log |Cn () - w| < max{\, 7} + 3¢, < A.

n—aoo

Isto contradiz (3.7) e assim fica provado (3.5) (e por conseguinte (3.4)). Para finalizar, veremos

a questao dos limites. Usando outra vez o Teorema de Pitdgoras e o Lema[3.2] segue que

1
hmlnf—log |AM) () - 0| > max { lim inf — log |B™ () - w], hmlnf—log | Dy () - v}
n— n

n—aoo

1
> lim i _ (n) .
> hrrbglo%f - log | B\ (x) - w||,
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onde Dy,(z)-v = Cp(z) - w + A‘(g) (z) - u. Juntando este facto ao que provamos, conclui-se a
segunda parte do teorema. O

Estamos agora em condigdes de concluir a versao unilateral do Teorema de Oseledets.
Considere-se o fibrado minimal E = V* introduzido anteriormente e seja E o ortogonal de E de

modo que E; é o complemento ortogonal de E, em R¢. Como vimos, temos uma representagao

B 0
A= , (3.8)
C Apg

onde A induz em E+ um cociclo B(z) : E — E#,. Pelo Lema|3.11} os expoentes de Lyapunov

para B (no sentido do Corolario sdo precisamente
AL > s> A,

com a correspondente filiragdo de Oseledets V! ~n EX > ... > Vk~1 ~ EL. Olhemos para o
fibrado minimal E’ = V¥~ ~n E+ do cociclo B, bem como o menor expoente Apmin(B) = A\p_ 1.
Uma vez que |B(z)| < |A(x)|| e |B(z)™!| < |A(x)"!|, podemos aplicar os resultados da

Seccéao [3.4] para concluir que
.1 n
nlgréo - log HB'(Ei () -v| = X1, paraq.t.p. z € X etodove EN{0}.
E claro que V5! = E' @ E e decorre assim do Lema(3.11, aplicadoa V. =V*leU = E,
1
lim — log JA™ (z) - v| = \p_1, paraq.tp. z€ X etodowve VI 1\E.
n—o n,

A prova da versao unilateral do Teorema de Oseledets segue por indugao, repetindo, sempre

gue necessario (no maximo um numero finito de vezes), este argumento.

3.7 Versao bilateral

Nesta secgao, demonstraremos o Teorema de Oseledets para as transformagoes invertiveis
T : X — X. Numa primeira instancia, poderiamos tentar adaptar a prova das transformacoes
gerais considerando, por exemplo, no primeiro passo da indugdo, E*~! = E’. O problema
com tal abordagem é que o fibrado minimal E’ ndo é necessariamente A-invariante, tal como
€ exigido no enunciado do teorema. Surge deste modo a motivacao para o seguinte resultado,

originario de [24], onde, por simplicidade de notacéo, F' = X x R
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Lema 3.12. Se E # I, existe um subfibrado mensuravel G de F tal que
1. A(z) -G, = Gz, paraq.tp. ze X, e
2. GOE=F.
Prova: Denotamos por £ o espago dos morfismos L : E- — E tais que as aplicagdes

L(z) : E- - E,

xT

sdo lineares e dependem de forma mensuravel de z. O grafico de L € L € o subfibrado men-

suravel H* cuja fibra sobre = é definida por

HE = {L(z)-v+v :ve EL}.

xT

Note-se que se trata de um subfibrado complementar a E. Definimos a imagem de um sub-
fiborado G como o subfibrado cuja fibra sobre =z é A(T 'z) - Gp-1,, de modo que um fibrado

A-invariante coincide com a sua imagem. SejaI' : £ — L a transformagao grafico dada por
I'(L)(z) = D(z) + ®(L)(x),

onde D(z) = CO(T~'z) - [B(T~'z)]~! e a aplicagdo ® : £L — L é definida pela expressio
O(L)(x) = A(T ') - L(T 'x) - [B(T 'x)] !, com o significado de (3-8). O ponto chave nesta
transformagao é que a imagem do gréafico de L é o gréafico de I'(L).

L —1s T

Grafico l l Grafico
gt fmesem, g
Demonstraremos que I' tem um ponto fixo g.t.p., ou seja, existe um elemento L tal que
I'(L)(x) = L(x), para quase todo o ponto = € X. O grafico desse ponto fixo sera um subfibrado
mensuravel A-invariante (g.t.p.) complementar a £, como desejado. Para isso, provaremos que

existem uma fungdo mensuravel a : X — R e um ndmero real 7 > 0 tais que
|®"(D)(x)|| < a(z)-e ™, parag.t.p. zetodon > 0.

Com isso, a série >-_, ®"(D) converge em quase todo ponto para um elemento L € £ que fica

fixo (g.t.p.) pela transformagao grafico pois
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Temos ®"(L)(x) = Afg) (T~"x) - L(T~"z) - B=")(z) e em particular, quando L = D,
| (D) (@) | < A (@) - |D(T )| - [BE™ ()]

|E

Seja e > 0 tal que —A;_1 + \r + 4e < 0. Majoremos cada um dos fatores no lado direito. Pelo

Lema|[3.10} existe uma fungdo mensuravel a; : X — R tal que
HAl(g) (T7"z)|| < ai(x)e™ ™29 paraq.t.p. z € X e todo n > 0.
Note-se que log™ | D| é integravel pois

log™ |[D(@)] < log® |C(T )| +log™ [B(T~ 2) ™|
< log" JA(T ™ 2)| +log™ AT 2) 7

e portanto, outra vez pelo Lema|3.10} existe uma fungdo mensuravel a; : X — RT tal que
|ID(T "z)| < az(x)e™, paraq.t.p. z€ X etodon > 0.

Para finalizar, temos de majorar | B(~™)(z)||. Pelo Lemae a nota que se lhe segue, temos
Tim % log |BC™ ()] = —Amin(B), paraq.tp. z € X.

Dado que log™ |B7Y|| < log™ |A™||, podemos aplicar o Lema agora ao cociclo B~! sobre

T—! e obter uma fungdo mensuravel a3 : X — R™ tal que
|IBC™(2)] < az(x)el" 179" paraq.tp. z€ X etodon >0

(recordamos que Anin(B) = Ax—1). Estamos agora em condi¢oes de majorar | @™ (D)(x)||. Com

efeito,
|®™(D) ()| < (a1 - ag - a3)(z)el~M=1++49n  para qtp. v € X etodon =0,
tal como pretendiamos, e assim fica concluida a demonstra¢ao do lema. O

Concluimos agora a demonstracao do Teorema de Oseledets para as transformagdes in-
vertiveis. Considere-se o fibrado minimal £ = V* dado pelo Corolario Se k = 1, nada
mais ha a demonstrar, em virtude do Lema (note-se que 0 mesmo assegura convergéncia
uniforme sobre B, = {ve E¥ : |v| = 1}). De outro modo, pelo Lema existe um subfibrado
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mensuravel A-invariante G que é complementar a E*. Os expoentes de Lyapunov para o coci-
clo A,z no sentido do Corolario sao precisamente \; > --- > \;_1, cOm a correspondente
filtracdo de Lyapunov

VianG> - ->VFIAG.

Definindo E*~! = V¥~ A G, podemos reaplicar o mesmo argumento, e assim a prova da versao
bilateral segue por indugao a menos de termos verificado o ponto [3|referente aos angulos entre
os subespagos de Oseledets e a unicidade dos mesmos. Assumimos a unicidade, deixando a

sua verificagao para o fim.

3.7.1 Angulos entre os subespacos de Oseledets

SejaR!=El@.--- @ EM@) g decomposicao de Oseledets de um ponto regular x € X. Os
angulos entre os espagos invariantes da decomposicao de Oseledets apresentam comporta-

mento subexponencial, no sentido da seguinte proposicao.

Proposicao 3.4. Para quase todo o ponto z € X,

1 , A
lim —logsinx(P Ern,, P E, ) =0, semprequeI nJ = .
n Trx T

Jr
o €L JjeT

Nota 3.9. Se k = 1, a proposicao é trivialmente satisfeita pois assumimos que T e J sao nao

vazios (o que torna a condigdo vazia).

Deduziremos esta proposi¢ao do Lemae do seguinte facto de Algebra Linear/Geometria

Analitica.

Proposicédo 3.5. Seja L : R? — R? uma transformacao linear invertivel e v, w vetores ndo-nulos.

Entao
1 _ sin x(Lv, Lw)
IZI- 127 sin (v, w)

< L)L

Prova: Recordamos que, dado « € R, temos ||w + av| = ||w| sin (v, w), com igualdade quando
a = (v, w)/[lv]>.

Seja B = (Lv,Lw)/|Lv|?> e z = w + Bv. Pela observagdo anterior, temos por um lado
|z] = |wl| sin <(v,w) e por outro |Lz| = |Lw||sin <(Lv, Lw). Logo

_ Lz LT A sin (o, w)
| Law| | L] - ] [ LI

sin %(Lv, Lw)
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w+da-v

o g

w

Figura 3.2: DESIGUALDADE
0 que prova a primeira desigualdade. A outra é analoga escolhendo 3 = (v, w)/||v|?. O
Estamos agora em condigdes de provar a Proposicao

Prova: Sejam Z e [J dois subconjuntos disjuntos ndo vazios de {1,...,k}. Seja Y o conjunto
T-invariante de probabilidade total de pontos regulares cuja existéncia foi provada. A fungao
¢:Y — R dada por ¢(z) = logsin x(P,c7 EL, Djes EJ) é mensuravel. Pela Proposigéo

|6(T'2) — p(x)| < log™ [A(2)] + log* [A(x) 7"

e portanto, pela condicao de integrabilidade do Teorema de Oseledets, a fungcao ¢ o T — ¢ €
integravel. Pelo Lema(3.9] temos ¢(1"z)/n — 0, para quase todo ponto z € Y (ou z € X). Isto

conclui a demonstragao. O

3.7.2 Unicidade das decomposicoes de Oseledets

Por fim, complementamos este estudo com a verificacdo da unicidade das decomposicdes
de Oseledets, num ambito um pouco mais geral do que o do teorema (i.e., mostramos também
a unicidade dos expoentes em z, do qual, em geral, dependem). Sejam \i(z) > --- > A\i(z) 0S
expoentes de Lyapunov e

Rd:E;@---@E’;
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uma decomposicdo de Oseledets de um ponto regular 2 € X. Note-se que
1
(@), A(@)} = {(AeR A= lim —log |A™) () - v| para algum v e R%}
n—r n

e portanto os expoentes de Lyapunov estdo unicamente determinados. Detalhamos um pouco
mais a unicidade dos subespagos. Dado um vetor arbitrario v € R4\ {0}, escrevemos v = Zle V4,

onde v; € E:. Pela propriedade de dominagdo do maior expoente (ver Lema, temos

lim = log [ AT (z) - ] = Am(a),
n

n—o0

onde m é o menor indice 7 tal que v; # 0. Por um raciocinio analogo,

lim L log [ A" (@) - o = Aur(a),
n

n——ao

onde M é o maior indice 7 tal que v; # 0. Logo,

1 1 ‘
lim —log JA™) () - | = Jim —log JAM™ (2) - v| & m =M< veE:, paraalgum 1 < i < k.

n—ao0

Daqui segue a unicidade das decomposicoes.
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Apéndice A
Medida e Integracao

Neste apéndice, mencionamos as definigoes e ferramentas basicas da Teoria da Medida e
Integracao. Nao faremos uma exposi¢ao exaustiva, mas somente aquela que achamos opor-
tuna sem, regra geral, incluirmos demonstracbes. Os textos principais que recomendamos
como base e complemento ao que aqui se apresenta sao [1], [8] e [27], sendo o intermédio o

mais abrangente neste tdpico.

A.1 Espacos mensuraveis

Ao longo deste apéndice, X designa um conjunto e .A uma familia de subconjuntos (partes)
de X.

Definicao A.1. Dizemos que A é uma o-algebrade X, se forem satisfeitas as seguintes condicoes:

1. e A,
2. se Ae A,entdo X\Ae Ae
3. se {Ai}ieN c A, entao Uz’eN A; e A.

Fica claro da sua definicao que qualquer o-algebra A € uma cole¢ao nao vazia que contém
X. Por completude, citaremos mais algumas das propriedades de fecho satisfeitas por o-

algebras, que se podem deduzir das acima enunciadas.

Proposicao A.1. Sgjam {A;}.en elementos de A. Entdo

71
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ANA;, O Aj, ﬁ Aie (A
=1 i=1

€N

s&o ainda elementos de A.
Por exemplo, {7, X} e P(X) sao trivialmente o-algebras de qualquer conjunto X e sao,
respetivamente, a menor e a maior no sentido de inclusdo. E facto elementar que a intersecédo

arbitraria de o-algebras € ainda uma o-algebra. Estas duas observacdes motivam a seguinte

defini¢ao.

Definicao A.2. Dada uma familia C de subconjuntos de X, definimos a o-algebra gerada por
C como a intersecao (nao vazia) de todas as o-algebras que contem C ou, equivalentemente,

como a menor o-algebra que contem C no sentido da inclusao.

Um exemplo que merece especial destaque sao as o-algebras definidas em espacos to-

pologicos.

Exemplo A.1. Se X for um espaco topoldgico, designamos por o-algebra de Borel a o-algebra
gerada pelos subconjuntos abertos (ou fechados) de X. Os seus elementos designam-se por
borelianos. Por definicao, qualquer aberto € um boreliano, mas em geral nao vale o reciproco,

i.e., a topologia esta contida (estritamente, em geral) na o-algebra de Borel.

Quando A € uma o-algebra de X, dizemos que o par (X,.A) € um espago mensuravel, e

aos elementos de .A chamamos conjuntos mensuraveis.

A.2 Espacos de medida

Os espagos mensuraveis sao 0os ambientes ideais para se definir aquilo que se entende por

uma medida.

Definicao A.3. Uma fungéo i : A — [0, +o0] diz-se uma medida, se forem validas as seguintes

condigoes:

1. pu(@)=0e

2. (Usen 4i) = 221 1(A;) sempre que os conjuntos A; forem dois a dois disjuntos.
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A propriedade (2) é conhecida como a o-aditividade da medida. O conceito de medida
pode ainda englobar valores negativos (medidas com sinal), mas isso nao € objeto da presente

dissertagao.

Exemplo A.2. Seja X um conjunto qualquer e A = P(X) a o-algebra das partes de X. Fixado

p € X, considere-se a fungéo §, : A — {0, 1} definida por

1 se peA
0p(A) = .
0 se p¢ A

Esta funcao define uma medida conhecida como a medida de Dirac concentrada em p.

Ha dois tipos de medidas que assumem um papel de relevo na teoria: um deles sao as
medidas finitas - aquelas que satisfazem u(X) < oo - com especial énfase para as medidas de
probabilidade, i.e., aquelas que satisfazem (X)) = 1; o outro sdo as medidas o-finitas, ou seja,
aquelas para as quais existe uma sucessao de subconjuntos (A4, ),en de X tais que u(4;) < ©
paratodoi € Ne X = |J2, 4. E frequente em aplicagdes provar certos resultados para
medidas finitas e depois extendé-los para medidas o-finitas. E possivel provar da definicao que

qualquer medida satisfaz as propriedades seguintes:
Proposicdo A.2. Sejam {A;}iny C A. Entéo
1. se A; < A;, entdo ji(A;) < u(Aj) (monotonia);
2. se Ay, ..., A, sdo dois a dois disjuntos, entdo p(| i, Ai) = >, u(A;) (aditividade);
3. 1(Uien 4i) < 22 w(A;) (o-subaditividade);
4. se Aj  Ajiq, entdo p(| 72, Ai) = lim, o pu(A;) (continuidade);
5. se Aj o Aj1 e u(Ar) < oo, entdo p((:2 A;) = lim,—,e0 u(A;) (continuidade).

O proximo resultado, conhecido como o Lema de Borel-Cantelli, € muito usado em Teoria

das Probabilidades e deduz-se das propriedades acima.

Teorema A.1. Seja i uma probabilidade definida numa o -algebra A de conjuntos de X, (Ay,)nen

uma sucessao de conjuntos mensuraveis e

o] o8]
A =limsup 4,, := ﬂ U A,
k=1n=k

n—aoo
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o0 conjunto dos pontos x € X que pertencem a A,, para infinitos valores de n. Nestas hipdteses,

se Y en M(Ay) < 0, entdo p(A) = 0.

Dizemos que uma propriedade é tipica ou genérica em X (do ponto de vista da medida) se
vale em u-quase todo o ponto (abreviado para p-q.t.p.), i.e., 0 conjunto dos pontos onde ela nao
vale tem medida nula. Conjuntos de medida total sdo nesta perspetiva os conjuntos grandes.
Isto € 0 analogo do caso topolégico, em que as propriedades tipicas (ou genéricas) sao aquelas
que valem numa intersegao numeravel de abertos densos (conjuntos residuais ou genéricos)
que, como se sabe, é ainda densa em espacos de Baire. Conjuntos de medida nula, também
ditos conjuntos nulos, desempenham um papel analogo aos conjuntos de primeira categoria
de Baire, onde se incluem os complementares dos residuais, no sentido em que sdo ambos
pequenos nas respetivas 6ticas. Salientamos que estas nocoes de generecidade nao sao em
geral coincidentes, no caso em que a estrutura mensuravel € compativel com a topoldgica,

como se pode constatar no conjunto dos pontos regulares de certos difeomorfismos.

Definicao A.4. Dizemos que o terno (X, A, 1) € um espago de medida, quando x € uma medida

definida na o-algebra A de subconjuntos de X.

Exemplo A.3. Dados dois espagos de medida (X, A, 1) e (Y, B, v), existe uma estrutura natural
de espacgo de medida no produto X x Y munido com a o-algebra A® B e medida ;. ® v produtos

(ver a construcao em [1], [8] ou [27]). Em particular,
w®v(Ax B) =u(A) xv(B), paratodo Ae Ae BeB.

Exemplo A.4. Um espaco de medida importante é aquele em que X = R?, A a o-algebra dos
borelianos e 1 = X\ a medida de Lebesgue (ver [1], [8] ou [27] para a sua construcao). Na
verdade, a medida de Lebesgue pode ser estendida coerentemente a uma familia estritamente

maior do que a classe dos borelianos, dita a classe dos conjuntos mensuraveis de Lebesgue.

Definicao A.5. Um espaco de medida diz-se completo, se todo o subconjunto de um conjunto

nulo é também mensuravel.

Todo o espacgo de medida pode ser transformado num espago completo, através dum pro-

cesso conhecido como o completamento (de Lebesgue) (ver descricao em [8]).
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Exemplo A.5. O espacgo do exemplo munido com a o-algebra dos conjuntos Lebesgue-

mensuraveis € o completado do mesmo espaco munido com a o-algebra dos borelianos.

Usamos a notagdo A, para a o-algebra completada de A em relagdo & medida . Introduzi-

mos agora a nog¢ao de equivaléncia natural entre espagos de medida (ver [8]).

Definicao A.6. Sejam (X, A, ) e (Y, B,v) espagos de medida. Um isomorfismo pontual entre

estes espacos é uma bijegdo 7' : X — Y tal que
* T(A) = B,ou seja, A e Ae B e Bsao equivalentes, sempre que T'(A) = B, e
« noT~YB) =v(B), paratodo B € B.

Como frequentemente estamos apenas preocupados com o que acontece em subconjuntos

de probabilidade total, a seguinte no¢ao de isomorfismo revela-se a mais adequada.

Definicao A.7. Sejam (X, A, u) e (Y, B,v) espagos de medida. Estes espagos dizem-se iso-
morfos mod 0 se existirem conjuntos N € A, e M € B, com u(N) = v(M) = 0 e um isomorfismo
pontual T': X\N — Y\M, onde X\N e Y\M se encontram munidos com as restri¢cées de y, v

e das o-algebras A, B, respetivamente.

Assim, o intuito € classificar os espacos de medida a menos de isomorfismo. Uma classe
muito importante de espacos de probabilidade foi estudada por V. Rohlin que lhes chamou
espacgos de Lebesgue. A definicdo que apresentamos é ja consequéncia de definicbes mais
intrinsecas destes espacos, mas, em termos praticos, uma das mais vulgares.

Definicao A.8. Um espaco de probabilidade (X, A, 1) diz-se um espago de Lebesgue-Rohlin se

0
n=1

for isomorfo mod 0 ao intervalo [0, 1] com a medida v = cA+3 7| a,di/,, ONde ¢ = 1 -2 an,

ay, = play) € {an}nen € @ familia dos atomos de y (i.e., pontos com medida positiva).
Poderiamos tomar como modelo de espago de Lebesgue qualquer espagco métrico com-

pacto com uma probabilidade boreliana (completada), e mais geralmente qualquer espacgo de

Haussdorff separavel e localmente compacto (ver [17], pp. 759).

A.3 Funcoes mensuraveis

As fungbes mensuraveis desempenham na Teoria de Medida um papel semelhante ao que

as funcdes continuas desempenham na Topologia, paralelo ja evidente na sua definicao.
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Definicao A.9. Sejam (X, A) e (Y, B) dois espacos mensuraveis. Uma funcéo f : X — Y diz-se
(A, B)-mensuravel (ou simplesmente mensuravel se as o-algebras estiverem subentendidas),

se

fY(B)e A, paratodo B € B.

Para aqui, interessara especialmente o casoemque Y = R (o0u R = Ru {+w}) e Bé a
o-algebra dos borelianos (eventualmente acrescentados com {+o} na quando Y = R). Nesse
caso, a mensurabilidade de f é equivalente 8 mensurabilidade dos conjuntos f~!((—c0, c]) para
¢ € R. O préximo exemplo introduz uma classe importante de fungdes mensuraveis, uma das

mais simples depois das fun¢des constantes.
Exemplo A.6. Dado um conjunto B ¢ X, definimos a fungao carateristica de B por

1 se ze B

xB(x) = )
0 se ¢ B

Note-se que xp € mensuravel se e somente se B for mensuravel pois, para todo A c R, temos
x5 (4) € {&, B, X\B, X}.

Listamos algumas das propriedades mais importantes de que fizemos uso implicitamente

ao longo do texto.

Proposicao A.3. Sejam f,g : X — [—o0, ] fungbes mensuraveis e a,b € R. Entdo séo

mensuraveis
(af +bg)(z) :=af(x) +bg(z) e (f-g)(@) = f(z)-g(x)

Além disso, se f,, : X — [—oo, 0] for uma sucessao de fungées mensuraveis, sao ainda men-

suraveis as fungoes

(@) = sup fu(). (@) = inf fu(a).

neN

f(z) :=limsup f,(z) e f(z):=Ilim i£f fn(x)

n—00 n—

Em patrticular, se f(x) = lim,, f,(x) existir, entdo é mensuravel.

Segue da proposicao anterior, a mensurabilidade da seguinte classe de funcdes que extende

as fungdes carateristicas, também ela muito importante.
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Exemplo A.7. Uma funcéo s : X — R diz-se simples, se existirem constantes a1,...,ap € R e

conjuntos mensuraveis mutuamente disjuntos Ay, ..., Ay € B tais que
k
S = Z QX A; -
i=1

No sentido inverso, toda a fungao mensuravel é limite de uma sucessao de fungoes simples,

de acordo com a seguinte

Proposicao A.4. Seja f : X — [—ow, o] uma fungdo mensuravel. Entao existe uma sucessao

de fungdes simples (s,), tais que |s,| < |f|, para todo n, e

lim s,(x) = f(x), paratodoxe X.

n—oo

Se f é ndo-negativa, podemos tomar(0 < s;1 < so < --- < f.

A.4 Integracao

Faremos aqui uma breve revisao da contrucao da integral de Lebesgue, que pode ser vista
nas fontes citadas no inicio deste apéndice. Principiamos pela definicao da integral nas fungoes
simples, extendendo-a progressivamente as fungées mensuraveis. Mantemo-nos no ambiente

dum espago de medida (X, A, u).

Definicao A.10. Seja s = Zle a;x 4, uma funcdo simples. Define-se a integral (de Lebesgue)

de s em relagao a ;. como

JS dp = Zk: i pu(Aq).

=1
Usando a Proposi¢do|A.4] podemos extender coerentemente esta definicdo de integral para

fungdes mensuraveis nao-negativas.

Definicao A.11. Seja f : X — [0, 0] uma fungdo mensuravel ndo negativa. Define-se a integral

de f por
ffdu = lim andu,
n—o0
onde 0 < s; < s < --- € uma sucessao nao decrescente de fungdes simples tais que

lim,, s,(z) = f(x), paratodo x € X.
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No sentido de lidarmos com uma fun¢cdo mensuravel f : X — [—o0, 0] geral, definimos as

funcdes f* e f~ por
[T (@) = max{f(2),0} e [~ ()= max{-f(z),0}.
Estas fungdes sdo ndo-negativas, por definigdo, e mensuraveis pela Proposicao[A.3].

Definicao A.12. Seja f : X — [—o0, 0] uma fungao mensuravel. Define-se a integral de f por

de#ZJj+dM—Jf_@%

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita, com as convencdes usuais

Ww—a=0wea—o=—0uw,paratodo e R.

Definicao A.13. Dizemos que uma fungao f : X — [—o0, 0] € integravel, se for mensuravel e

a sua integral for um namero real.

Uma funcao f tal que f* ou f~ é integravel diz-se semi-integravel, ou quasi-integravel, ou
ainda integravel em sentido lato (esta é a classe de fungbes para a qual faz sentido falar da
integral tal como a definimos acima). Denotamos o conjunto das fungdes integraveis por £ (j).
Este espaco tem uma estrutura de espaco vetorial real e um conjunto de outras propriedades

que sumariamos no seguinte resultado.

Proposicao A.5. O espaco L' (1) das fungbes integraveis é um espago vetorial real. A aplicagdo

I: LY (p) — R definida neste espago por I(f) = § f du é um funcional linear positivo, ou seja:
e faf +bgdp=alfdu+b§gdue
esef=g,entdof fdu<{gdpu.

Em particular, |§ fdu| < §|f|du, se |f| € £ (n). Além disso, |f| € L' (1) se, e somente se,
fe L (p).

Podemos estar interessados em integrar apenas numa regido do dominio X. Dada uma
fungdo mensuravel f : X — [—oo, 0] € um conjunto mensuravel E, definimos a integral de f

sobre E por

JEfdu ~ [ s dn.
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Viramos agora a nossa atengao para resultados de integracdo particularmente Uteis. Sejam
(X,A) e (Y,B) espacos mensuraveis e f : X — Y uma aplicagdo mensuravel. Dada uma

medida . em A, a férmula
fen(B) = p(f~'(B)), paratodo B e B,

define uma medida em B chamada a imagem (pullback) da medida 1. pela aplicagao f. Temos

0 seguinte teorema de mudancga de variavel.

Teorema A.2. Uma fungcdo mensuravel g : Y — R é integravel com respeito a medida f.u se e

somente se a fungdo g o f : X — R é integravel com respeito a p.. Além disso, tem-se

f gdf*NZJ go fdpu.
Y X
Temos ainda o seguinte critério de integrabilidade.

Proposicao A.6. Seja ¢ : X — R uma transformagdo mensuravel. Entao

0

3wt X o D < | leldn < # Xl e X < o) > n)

Em particular, ¢ é integravel se, e somente se, a série >.° , u({z € X : |p(z)| = n}) for

convergente.

A.5 Teoremas de convergéncia

Os proximos resultados sdo muito importantes para estudar questdes de convergéncia de

fungoes sob integrais.

Teorema A.3. (Lema de Fatou) Seja ¢,, : X — [0, 0] uma sucessao de fungées mensuraveis

ndo negativas. Entao

n—00

f liminf ¢, dp < hm 1nff On dp.

Teorema A.4. (Convergéncia Monétona) Seja ¢, : X — [0,00] uma sucessao de fungées

mensuraveis ndo negativas tal que ¢; < ¢;,1, para todo i € N. Entdo

| Jim oudu= lim [ ondp.
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Teorema A.5. (Convergéncia Dominada) Seja ¢, : X — R uma sucessao de funcées men-
suraveis que converge, em p-quase todo o ponto, para ¢. Suponhamos que existe uma fungao

g € LY(p) tal que |¢,(x)| < |g(z)|, para u-quase todo o x € X. Entdo ¢ é integravel e vale
,}EISOJ On dp = J ¢ dp.

A.6 Espacos L”(u)

Para 1 < p < oo, definimos o espago £P(u) como o conjunto das fungdes mensuraveis
f: X — [—0,00] tais que |f|P € integravel. Este espago possui uma relagcdao de equivaléncia
natural

f~g<e f(x) =g(x), parapu-qtp. ze€ X.

de modo que fungdes numa mesma classe possuem a mesma integral. Esta relacdo permite
ainda definir a integral de fungdes nao necessariamente mensuraveis, conquanto coincidam

g.t.p com uma tal fungao.
Definicao A.14. Dado p € [1, o), definimos o espago L”(u) pelo quociente £P(u)/ ~.

Em termos praticos pensamos nos elementos de LP(u) simplesmente como fungdes (i.e.,
elementos de £P(u)), 0 que € formalmente incorreto, mas conveniente. Mais uma vez, os

espacos LP(x) tem uma estrutura de espago vetorial. A fungéo || - ||, : L(x) — R dada por

£l = [ 17 do
define uma norma nestes espacos. Além disso, a norma é completa pelo que
Proposicao A.7. (L*(u),| - |,) é um espago de Banach.

Observe-se que em £P(1) a norma acima passaria a ser uma pseudo-norma, sendo esta

uma das razdes pela qual se toma o quociente.

A.7 Medidas em espacos métricos

Neste trabalho, usamos frequentemente medidas em espacos métricos compactos. Dei-

xamos aqui dois resultados relativos a existéncia de particoes da unidade e da densidade de
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fungdes continuas nos espagos LP(u), ndo apresentados no ambito mais geral, mas somente

para o que nos interessa presentemente. Foram retirados de [1], que contem versdes mais

gerais.
Proposicao A.8. Seja X um espago métrico compacto. Se Uy, ..., U, forem conjuntos abertos
tais que X = |JI, U;, entdo existem hy, ..., h, € C°(X) tais que 0 < h; < xu,, paral <i < n,

ehi(x)+---+ hy(x) =1, paratodoz € X.

Proposicao A.9. Seja X um espaco métrico compacto e u uma probabilidade nos borelianos

de X. Entdo C°(X) é denso em LP(u), paral < p < 0.
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Apéndice B
Teoria Ergodica

E objetivo do presente apéndice fornecer algumas bases rudimentares de Teoria Ergédica.

O texto que mais recomendamos como base e complemento ao que aqui expomos € [27].

B.1 Medidas invariantes
A Teoria Ergodica estuda sistemas dindmicos que preservam alguma medida. Eis o que

matematicamente se entende por isso, no contexto das transformacdes.

Definicao B.1. Uma medida . diz-se invariante para uma transformagao mensuravel 7' : X —

X, se, para todo o conjunto mensuravel A € A, for valida a igualdade

Uma vez que T é mensuravel, T-1(A) é um conjunto mensuravel sempre que A o for, pelo
que a definicao acima tem sentido. Isto poderia ser reformulado em termos de pontos fixos do
pullback atras introduzido, dizendo que Tiu = u. Do Teorema decorre o0 seguinte critério

de invariancia

Proposicao B.1. SejaT : X — X uma transformagdo mensuravel e ;. uma probabilidade em

X. Entdo T preserva . se, e somente se,

| odu= [ soran

para toda a fungdo ¢ € L' (u).

83
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Durante o texto mencionamos a topologia fraca*. Uma boa descricao desta topologia (através
da Analise funcional: espacos duais, Teorema da Representacao de Riesz, Teorema de Banach-
Alaoglu, etc.) é feita em [27]. De facto, a partir dum argumento de ponto fixo do pullback nesta

topologia, pode-se deduzir o seguinte teorema.

Teorema B.1. (Krylov-Bogolubov) Qualquer transformacao continua de um espag¢o meétrico

compacto possui alguma medida de probabilidade de Borel invariante.

B.2 Ergodicidade

O espaco das probabilidades invariantes por 7" possui uma estrutura natural de espacgo
vetorial real convexo. Os extremos desse convexo, que passamos a apresentar, sao o elemento

central da Teoria Ergodica. Um conjunto mensuravel A ¢ X diz-se T-invariante, se T~ 1(A) = A.

Definicao B.2. Uma transformagao mensuravel 7' : X — X diz-se ergddica para uma probabi-

lidade invariante p, se, para todo o conjunto T'-invariante A, valer u(A) =0 ou pu(A) = 1.

Também se diz que a medida p € ergodica para T ou que o sistema (X, A, u,T) é ergddico,
com o mesmo significado. A ergodicidade de uma transformacéao traduz-se na impossibilidade
de decompor o sistema em duas partes invariantes com significado essencial do ponto de vista
da medida invariante (i.e., medida positiva), desempenhando um papel analogo ao dos sistemas
minimais em Dinamica topologica, ou os nimeros primos em Teoria dos NUmeros. Ha varias
caraterizagbes equivalentes da ergodicidade, Uteis em termos praticos. Nesta linha de ideias,
dizemos que uma fungdao mensuravel ¢ : X — R é T'-invariante, se ¢ o T = ¢, e dizemos que é

(T, p)-invariante, se a invariancia se da em p-q.t.p..

Proposicao B.2. SgjaT : X — X uma transformagao mensuravel que preserva a probabilidade

wu. Entdo sao equivalentes:
1. O sistema (T, 1) € ergodico.

2. Toda a funcao ¢ : X — R mensuravel T-invariante é constante num conjunto de probabi-
lidade total.
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3. Toda a fungdo ¢ € L' (1) satisfaz

. 1 n—1 :
nh—IEOH Z poT'(x) = J ¢du p-g.t.p..
=0

A validade da proposicao acima permanece inalterada se substituirmos a T-invariancia pela

(T, w)-invariancia. Uma longa lista de critérios alternativos se poderia adicionar (ver [27]).

B.2.1 Resultados classicos

Referimos os resultados classicos que marcaram os inicios desta disciplina: o Teorema da
Recorréncia de Poincaré e o Teorema Ergodico de Birkhoff. Estes surgiram em diversos pontos

do texto, integrando partes de demonstracdes, pelo que é conveniente a sua mengao.

Teorema B.2. (Recorréncia de Poincaré) Sejam (X, A, u) um espago de probabilidade e T :
X — X uma transformagao que preserva .. Entao, para todo A € A, a orbita de quase todo o

ponto de A retorna infinitas vezes a A. Mais precisamente, se
A" ={zxe A : T"x € A para infinitos valores de n},
entdo p(A") = u(A).

Apesar de ser um resultado interessante por si mesmo, nada diz acerca da frequéncia com que

os pontos retornam. Esta informacao é melhorada no seguinte resultado.

Teorema B.3. (Birkhoff) Sejam (X, A, u) um espago de probabilidade e T : X — X uma

transformacgédo que preserva ji. Se ¢ € L'(u), entdo existe uma fungdo ¢* € L'(p) tal que

n—1

* . B i o T
¢(w)—7}grgon;)¢ T(x),

em p-quase todo o ponto. Além disso, a fungcao ¢* satisfaz

1. ¢* o T = ¢*, em pu-quase todo o ponto, e
2. §¢*du={odp.

Em particular, se T é ergddica, ¢* é constante (igual a § ¢ dy), em p1-quase todo o ponto.
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Notamos que este teorema é valido ainda se ¢ for semi-integravel, caso em que algumas quan-
tidades poderao nao ser finitas (tal como no Teorema Ergodico Subaditivo).

No caso particular em que ¢ = xg é a funcao carateristica de um conjunto mensuravel
E c X, temos um melhoramento do Teorema da Recorréncia com informacao de natureza
mais quantitativa acerca da frequéncia com que os pontos retornam, digamos, uma frequéncia
média de visita

1 4
Xp(z) =lim —#{i=0,...,n—1: T'z € E}.

n— n
Portanto para sistemas ergddicos esta frequéncia € tanto maior quanto maior for o tamanho de

E, de acordo com a férmula x7,(z) = u(E).



Apéndice C

Cociclos lineares

Neste apéndice, descreveremos algumas das propriedades basicas dos cociclos sobre fi-

brados. Como base e complemento do que aqui se expde mencionamos [5] e [38] .

C.1 Fibrados vetoriais

Visando introduzir a nogao de cociclo, apresentamos a nogao de fibrado vetorial mensuravel,
o analogo dos fibrados vetoriais continuos ou diferenciaveis na Teoria de Medida. A definicao

aqui proposta é adaptada de [26], mas também visivel em [5].

Definicao C.1. Dizemos que FE é um fibrado vetorial mensuravel real sobre X, se
1. E, dito o espaco total, e X, dito 0 espaco de base, sao ambos espacos mensuraveis;

2. existe 7 : E — X mensuravel, dita a projecdo natural, e

3. para todo = € X, o conjunto E, = n~!(z), dito a fibra sobre z, tem estrutura de espago

vetorial real.
Além do mais, deve ser satisfeita a seguinte
* condigao de trivialidade local: para todo = € X, existem

1. um conjunto mensuravel A, ¢ X tal que z € A,,

2. uminteirod = 0e

87
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3. uma aplicacao bijetiva bimensuravel (i.e., mensuravel e com inversa mensuravel)
h:Ay xRY - 171(A4,)

de tal modo que para cada a € A,, a correspondéncia v — h,(v) := h(a,v) define um

isomorfismo linear entre o espago vetorial R? e o espago vetorial 7! (a).

Quando E = X x R? dizemos que o fibrado é trivial, o que corresponde & possibilidade de
escolher A, = X na definigdo acima. A proxima proposigao, retirada de [5], mostra que, do
ponto de vista da medida, todo o fibrado vetorial mensuravel sobre um espaco métrico compacto

é trivial.

Proposicao C.1. Sgja : E — X um fibrado vetorial mensuravel sobre um espago métrico
compacto (X, B, ). Entdo existe um subconjuntoY < X tal que u(Y) = 1 en 1 (Y) é (isomorfo

a) um fibrado vetorial trivial.

C.2 Cociclos lineares

Nesta secgao, consideramos um espaco de probabilidade (X, A, 1) e uma transformagao
mensuravel T : X — X que preserva p. Para incluir toda a informacéo, assumiremos que a
transformacao € invertivel, deixando ao leitor a tarefa de reter o essencial para as transformacoes
gerais. Mais uma vez, denotamos por GL(R, d) o conjunto das matrizes invertiveis d x d com

entradas nos numeros reais.

Definicao C.2. Uma fungao 2 : X x Z — GL(R, d) diz-se um cociclo multiplicativo linear sobre

T, ou simplesmente cociclo, se as seguintes propriedades se verificarem:
1. 2A(x,0) = Id, paratodo x € X,
2. A(x,n + k) = ATz, n)A(z, k), paratodo n, k€ Z, e
3. A(-,n) : X > GL(R, d) &€ mensuravel, para todo n € Z.

Note-se que nestas condigoes, A(T "z, n)~! = A(z, —n), para todo x € X e todo n € Z.
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Exemplo C.1. Dada uma aplicagao mensuravel A : X — GL(R, d), podemos definir um cociclo

pela férmula

AT o) A(T" %) - - A(Tx)A(x), sen >0
A(x,n) =< Id, sen=0 .
(A(T"z))~t - (A(Tz)) 7, sen<0

A aplicacao A diz-se o gerador do cociclo. Observe-se que cada cociclo 2l é gerado pela funcao
A() =2, 1).

Um cociclo linear sobre T gerado por A induz uma extenséo linear F : X x R? —» X x R¢

dada sob a forma de produto semi-direto
F(z,v) = (Tz,A(z) - v).

Por simplicidade, chamamos a tais extensoes também de cociclos. Assim definida, F' € uma
aplicacdo mensuravel, de modo que se 7 : X x R* — X designa a projecdo natural (i.e.,

7(x,v) = x), entdo o diagrama
X xR £, X xR?

wl lw
x L5 X
€ comutativo. Uma interpretagao (til e interessante, a luz da Teoria de Fibrados, é a seguinte:
a agao induzida de F na fibra sobre z, 7—'(z), para a fibra sobre T'(x), 7—*(T(x)), é dada pela
matriz A(x), sendo portanto um isomorfismo linear de espagos vetoriais (ver figura[C.T).
Os cociclos/extensdes lineares, tal como os definimos acima, sdo casos particulares de
morfismos de fibrados vetorias. Um morfismo de fibrados vetoriais ' : £ — E sobre uma

aplicacao mensuravel T : X — X é uma aplicagao mensuravel tal que o diagrama
E-L L E
7{ lw
x L, x
€ comutativo e as acoes F, : £, — Er) induzidas nas fibras sao isomorfismos lineares. Como
vimos na Proposicao morfismos sobre transformagdes de espagos métricos compactos
sao essencialmente cociclos/extensdes lineares do ponto de vista da medida €, neste trabalho,

chamamos indistintamente cociclos aos morfismos mais gerais.
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Figura C.1: ACAO NAS FIBRAS

Exemplo C.2. Um exemplo que se impde pela sua importancia dentro deste panorama prende-

se com a derivada de um difeomorfismo arbitrario f duma variedade M
Df:TM —-TM

a atuar no fibrado tangente, que consiste de todos os pares (x,v) taisque z € M e v € T, M.
Quando f € um difeomorfismo, a agao induzida nas fibras Df, : T:M — Ty,yM € um isomor-
fismo de espagos vetoriais. Para algumas variedades, o fibrado tangente é trivial, como € o
caso de qualquer aberto de R? ou o do toro d-dimensional 7¢. Estas variedades dizem-se por
isso paralelizaveis. E facto elementar da Teoria de Fibrados que uma variedade diferenciavel
d-dimensional € paralelizavel se, e somente se, existirem d campos de vetores diferenciaveis
Vi(x),...,Vy(z) definidos em M, tais que em cada ponto p € M, os vetores {Vi(p),..., Va(p)}
sao linearmente independentes e formam, por isso, uma base de T,,M (ver [26]). Nestas
hip6teses, podemos ver a derivada como uma extensao linear sobre f, em virtude da bem

conhecida regra da cadeia

Dfy = fonfl(:v) oonf(x) o Dfa,

onde a matriz A(z) € GL(d) a considerar € a que representa a aplicagao Df, : T,M —
Ty(»yM com respeito as bases em questdo. Noutras variedades, como por exemplo a esfera
2-dimensional S? — R?, ja ndo podemos aplicar esta construgdo. No caso especifico da esfera,

isso deve-se ao facto de qualquer campo de vetores tangencial continuo nela definido se anular
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em algum ponto. Vale, contudo, a descricao mais geral para morfismos de fibrados vetoriais

sobre alguma transformacao.

C.3 Cohomologia e equivaléncia temperada

Vamos introduzir uma nogao de equivaléncia entre cociclos que preserva expoentes de Lya-
punov entre cociclos equivalentes. Mais uma vez, supomos que a transformacao € invertivel,
deixando ao leitor a tarefa de reter o essencial para as transformagodes gerais.

Seja Y ¢ X um conjunto mensuravel T-invariante nao vazio.

Definicao C.3. Dizemos que uma aplicagao mensuravel L : X — GL(R, d) é temperadaemY

com respeito a uma trasnformagdo T' ou simplesmente temperada, se
: 1 n +1 _
n1_1g100 - log | L(T"(x))="| =0, paratodo z € Y.

Uma condicdo imediata para que uma funcao L seja temperada em qualquer conjunto men-
suravel T-invariante nao vazio Y < X com respeito a qualquer transformacao invertivel € que

as fungdes = € X — | L(z)|, | L(z)~!| sejam limitadas.

Exemplo C.3. Considere-se uma aplicagdo mensuravel L : X — O(R,d), onde O(R,d) de-
signa o conjunto das matrizes quadradas ortogonais de dimenséo d com entradas no corpo dos
ndmeros reais. Segue do que foi dito que L é uma aplicagio temperada pois | L' (z)| = 1, para

todo z € X.

Temos ainda o seguinte critério, retirado de [5], que € mais uma aplicacao do Teorema de
Birkhoff.

Proposicao C.2. SejaT : X — X uma transformagdo mensuravel que preserva uma probabi-
lidade e L : X — GL(R,d) uma transformagdo mensuravel. Se log |L*!| € L'(n), entdo L é

temperada num conjunto de probabilidade total com respeito a f.

Em termos simples, cociclos equivalentes sao aqueles que se podem obter um do outro
por uma mudanga de coordenadas temperada. Para formalizar esta nogao, sejam A, B : X —
GL(R, d) os geradores de dois cociclos 2 € % sobre uma transformacao invertivel T e Y ¢ X

um conjunto mensuravel.
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Definicao C.4. Os cociclos 2 e B dizem-se equivalentes emY ou cohomdlogos emY , se existir

uma fungao mensuravel L : X — GL(R,d) que é temperada em Y com respeito a T' e tal que
A(x) = L(Tz)"' - B(z) - L(z), paratodozeY.

A nocao de cohomologia em Y € uma relacao de equivaléncia, que denotamos por ~y. A
equacao que relaciona os geradores de cociclos cohomélogos diz-se a equagao de cohomolo-

gia. Mais geralmente,
A(z,n) = L(T"x) 'B(z,n)L(x), paratodoxreY en e Z.

Denotando por Fr 4 0 cociclo (extensao linear) sobre T' gerado por A faciimente se vé que
se 2 ~y B por uma aplicagédo L : X — GL(R,d) temperada em Y com respeito a T, entdao o
diagrama
Y x R? a4, Y x R4

FId,Ll lFld,L

T,

Y x R Q) Y x R
comuta. O que mais importa desta nogao para a presente dissertacao € o facto dos expoentes

de Lyapunov serem invariantes por equivaléncia temperada, de acordo com a seguinte

Proposicao C.3. Sejam 2l e B cociclos tais que 21 ~y B por uma aplicacdo temperada L :

X — GL(R,d). Entdo, para todo z € Y e todo v € R?, tem-se

lim sup — logHA )(2) - v]| = limsup — logHB(”)( ) - L(z) - v].

n—+aoo n—+oo

Além disso, se existir algum dos limites em algum dos lados da igualdade acima, entdo existe o

limite respetivo no outro e, nesse caso, coincidem.

Prova: Sejam z € Y ¢ X e v € R%. Temos

1 1
lim sup — log JA™ (z)-v| = limsup— log |L(T"z)~ - B™ (z) - L(x) - ||
n—+w n—1ow 1
< Timsup - log [L(T") | + - log |B(@) - L(z) o]
n—+0o0 n

— limsup — log IB™ () - L(z) - v].

n—o+oo N
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Analogamente,
1 1
limsup — log [B™(2) - L(z) -v| = limsup —log |L(T"z) - A™(z) - |
n—too N n—too T

/A

1 1
lim sup — log | L(T™z)| + = log | A™ () - v||
n n

n—=+oo0

lim sup — log | A™ () - o],

n—+oo N

Juntando as duas desigualdades acima, temos

1 1
lim sup - log [A™(z) - v| = limsup = log || B™(z) - L(z) - v].

n—+0o0 n—+w N

A mesma igualdade € valida substituindo o limite superior pelo limite inferior, exatamente pelo

mesmo argumento. Isto conclui a demonstragao. O
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