GABARITO da 1® prova de Mat. Discreta — 2010.1 — Turma: Jairo

As respostas na prova devem ser justificadas de maneira clara e completa.
Este gabarito deve servir de modelo de como escrever tais justificativas.

A REDACAO ¢ importante, e nio apenas as contas! Ezplique em palavras
o que vocé estd fazendo! Por exemplo, nas questoes de inducdo, € fundamental
que vocé escreva coisas como “Estou assumindo ... Quero provar que . ..

2

1. [2 pt] Construa uma tabela verdade para a sentenca abaixo

(= (A7) < (~q)

Solugao:
pla|r|pAr|g—=(pAr) | ~q| ..
VIV |V A% v F F
VIV |F F F F A%
V|IF |V v A% \Y% A%
VI F|F F v A% v
F|V |V F F F A%
F|IV|F F F F A%
F|IF |V F A% A% v
FIF|F F v \Y V

2. [2 pt| Encontre uma proposi¢ao equivalente a proposigao

(qVp)A(p— (~r1))

que use somente os conectivos A e ~ (e parénteses).

Solugao: Na primeira parte, usamos dupla negacao e De Morgan:
qVp e ~~(qVp) = ~((~q) A(~p))
Na segunda parte, usamos a “regra da implicagao” e De Morgan:
p—(~r) & (~p)V(vr) < ~(pAT)
Juntando (com A) os dois, temos a resposta:

[~((~a) A (~p)] A~(pAT)]

3. Sendo x e b, variaveis no dominio dos ntimeros reais, determine o valor
logico das seguintes proposigoes. |1 pt cadal

a) (Vb)(3z) (2 + bz — 1 =0).
b) (vb)(Fz)(z? + bz — 1 #0).

(Evidentemente, vocé deve justificar suas respostas.)



Solugoes:

a) VERDADEIRO. O “discriminante” da equacao de 2° grau 2% +bx—1 = 0
¢ A = b> —4dac = b> + 4. Para todo b temos A > 0. Portanto existe
solugao x da equagao.

b) VERDADEIRO. Qualquer que seja o valor de b, a equagao é de 2° grau e
portanto tem no méaximo duas solucoes. Assim, para todo b podemos es-
colher z como um numero real diferente dessas solucoes, e entao teremos

224+ bx—1#0.

Outra solugao, ainda mais simples: Dado qualquer b, escolha x = 0.
4. [2 pt| Prove, por indu¢do, que 2" > 100n para todo inteiro n > 10.

Solugao: Seja P(n) o predicado 2™ > 100n. O caso-base é n = 10, e a
afirmacao P(10) é 1024 > 1000, que é verdadeira.

Passo indutivo: Suponha que n > 10 é tal que vale P(n), isto &, 2" > 100n.
Entao

2"l — 2 % 2" > 2 % 100n = 100n + 1000 > 100n + 100 = 100(n + 1).

Portanto P(n + 1) é verdadeira.
Por indugao, mostramos que a afirmacao “(¥n > 10) P(n)” é verdadeira.

5. [2 pt] A sequéncia dos nameros de Fibonacci Fy, Fs, ...é definida re-
cursivamente assim:

Fi=1, k=1, F,=F, 1+ F, 2 (sen23).

Seja S, a soma dos n primeiros ntimeros de Fibonacci. Prove, por inducao,
que S, = Fyo — 1.

Solugao: Seja P(n) o predicado S, = Fy 42 — 1. O caso-base ¢ n = 1, e a
afirmagao P(1) ¢ Sy = F3 —1. Como S} = F1 =1 e F3 = Fy» + F1 = 2, vemos
que P(1) é verdadeira.

Passo indutivo: Suponha que n é tal que vale P(n), isto ¢, S, = Fj492 — 1.
Por definigao, a sequéncia S,, obedece a relagao de recorréncia S,11 = S, +
Fo4+1. Logo

Sn—l—l:Sn+Fn+1:Fn+2_1+Fn+1:Fn+3_17

onde no final usamos a relagao de recorréncia dos ntimeros de Fibonacci. Por-
tanto P(n + 1) é verdadeira.
Por indugdo, mostramos que a afirmacao “(Vn > 10) P(n)” é verdadeira.



