22 prova de Matematica Discreta — 25/05/2010

Nome: Turma: Jairo.

Calculadora é permitida; consulta e celular, nao. Todas as questoes devem
ser justificadas de forma clara. Tempo: 1h50.

1. [2 pt] Determine o coeficiente de z'5y'° na expansao de (22° + 3?/2)%. (Dé uma

resposta numérica explicita.)

Solugao: Pela formula do binémio,

e 2) S (Jeer (2)

O termo envolvendo 2y aparece quando k = 3, e vale

(esr(2) - (3

O coeficiente procurado é

2. [2 pt] Quantas solugoes possui a desigualdade
r+y+z <10,

sendo x, y, z inteiros ndo-negativos? (Dé uma resposta numérica explicita.)

Solugao: D4 no mesmo contar o numero de solugoes de = + y + 2z + w = 10,
onde as variaveis sao inteiros > (0. Para cairmos em um problema ja estudado,
colocamos ' =x — 1, ..., w' = w — 1, onde z, y, z inteiros > 1. Substituindo e
simplificando, a equacao fica ' + ¢y + 2/ + w' = 14.

Contar o nimero de solugoes inteiras positivas desta equacao é equivalente a
contar o nimero de maneiras de dispor 3 “barrinhas” nas lacunas abaixo

© o o o o o o o o o o o o o (14 bolas)

de modo que tenha no maximo 1 barrinha em cada lacuna. (Af 2’ serd o niamero
de bolas até a 1* barrinha, ¥’ sera o numero de bolas entre a 1* e a 2* barrinhas,
etc.) Como ha 13 lacunas, o nimero de solugdes é

13 13 x 12 x 11
:—:2
(3) 3 X2




3. [2 pt] Numa cidade ha cinco clubes, cada um com 10.000 socios. Ha uma unica
pessoa na cidade que é so6cia dos cinco clubes. Mas, escolhendo-se quaisquer quatro
desses clubes tem-se sempre 10 s6cios em comum; escolhendo-se quaisquer trés desses
clubes tem-se sempre 100 socios em comum; e, finalmente, escolhendo-se quaisquer
dois desses clubes tem-se sempre 1000 socios em comum. Qual o ntmero total de
pessoas desta cidade que sdo socias de pelo menos um desses clubes? (Dé uma
resposta numérica explicita.)

Solugao: Notamos que existem (g) = 10 pares de times, (g) = 10 trios de times

e. (i) = 5 “quadras” de times. O Principio da Inclusdo/Exclusao da diretamente

a resposta:

5 x 10000 — 10 x 1000 410 x 100 — 5 x 10 + 1 =|40951

4. |2 pt] Uma moeda viciada tem probabilidade p de cair cara e ¢ = 1 — p de cair coroa.
Essa moeda ¢ langada um ntimero grande n de vezes. Suponha que np é um inteiro.

(a) 10,5 pt] Qual a probabilidade de que caiam exatamente np caras?

Solugao: Basta aplicar a formula da distribuicao binomial com k& = np:
n n— n V2 T
(k>p’“q = ( )p Pq].
np

(b) [1,5 pt] Encontre um valor aproximado (com a expressao mais simples possivel)
para a probabilidade do item anterior, usando a férmula de Stirling:

n!l ~vV2mnnte ™.

Solucgao:

n np ng 7’L' . P g
(np)p T p)ng P

B V2mnne™" np ng 1
\/2mnp ntPprre=mP |\ /2rng ntignie—na b= v 2mnpgq

5. [2 pt] Uma certa cidade tem mais de um milhdo de habitantes, 1% dos quais séo
canhotos. Um grupo de 200 habitantes é escolhido ao acaso. Estime a probabilidade
de haver 3 ou mais canhotos nesse grupo.
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Solucao: Como 1% dos habitantes da cidade sao canhotos, o valor esperado do
namero de canhotos no grupo de 200 é A ~ 2. (O valor exato depende do nimero
de habitantes na cidade, mas esta aproximagao é extremamente boa.)

Por Poisson, a probabilidade do ntimero de canhotos ser k vale aproximadamente
e *XF/k!. A probabilidade de termos 0, 1 ou 2 canhotos ¢

e A0+ e N /1 + e N2 = e (1 + 2+ 2) = 5e 2

Logo a probabilidade de termos 3 ou mais canhotos é aproximadamente 1—5e¢~2 =
0.3233|. (De novo, o valor exato depende do nimero de habitantes na cidade,

mas esta aproximagao é extremamente boa.)

Page 3




