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Seja p(n) a afirmagdo (ou a proposigdo): “1 + 3 + -+ (2n — 1) = n?»,

Queremos mostrar que |p(n),¥n = 1

> Caso base: vamos mostrar que p(1) vale.

r 2 r
p(1) é “1 = 1<, o0 que é claramente verdade (como costuma acontecer no
caso base)

> Passo indutivo: vamos mostrar que, se vale p(k), entdao vale p(k+1). Aqui, p(k)
¢ a nossa hipdtese. Assim, quando falarmos “por hipotese”, queremos dizer
“considerando que p(k) vale”.

pk)é“1+3+--+(2k—1)=k?*
pkt1)¢"1+3+-+2k— 1D+ (2k+ 1) = (k+1)®

Temos que partir de p(k) e chegar até p(k+1).
Aqui, normalmente temos duas opg¢des: (i) partir de p(k) e chegar até a uma
proposi¢ao com o lado esquerdo idéntico ao de p(k+1) ; (ii) fazer isso com o lado

direito.

Vamos tentar igualar o lado esquerdo. Veja que basta adicionar (2k+1). Entéo,
por hipétese (sempre deixe bem claro que vocé esta utilizando a hipotese!)...

“U+3++Q2k—1)+ 2k+1) =K*+(2k+ 1)

O lado esquerdo esta idéntico. O lado direito deveria estar também. E esta, pois é
claro que k% + (2k + 1) = (k + 1)2. Assim,

1+3+-+0Q2k—1)+ 2k+1)=k>+ 2k +1) = (k+ 1) ? isto &, p(k+1)
vale. Concluimos o passo indutivo e a prova por indugao.

Seja p(m) a proposicdo 1 + 2+...4+n = n(n+1)/2.
Queremos mostrar que |[p(n),¥Yn = 1|

> Caso base: mostrar que p(1) vale. 1 =1(1+1)/2 = 1. OK.
> Passo indutivo: mostrar que, se vale p(k ), vale p(k + 1).

p(k)é|1+ 2+...+k = k(k +1)/2|
plk +1) &1+ 2+...+k + (k +1) = (k + 1)(k + 2)/2|

Vamos tentar igualar o lado esquerdo. Por hipoétese,

1+ . +k+(k+1)=k(k+1)/2+ (k+1). Agora, como sempre ocorre com
igualdades, veremos que o lado direito dessa proposi¢do também ¢ igual ao lado
direito de p(k+1). Tente fazer essa manipulagdo simples. O passo indutivo esta
concluido, assim como a prova por indug¢éo.




g)

Seja p(n) a proposi¢io 2+ 6 + ---+ 2 « 3" = 3771 — 1,

Queremos mostrar que |[p(n),¥Yn = 1|

> Caso base: mostrar que p(1) vale. 2 = 3! — 1. OK.
> Passo indutivo: mostrar que, se vale p(k), vale p(k + 1).

p(k)é[2+6+--+2%3k = 3k+1 1|
plk +1) 6|2+ 64 +2%3K 4 24 3kH1 = 3k+2_ 1|

Vamos tentar igualar o lado esquerdo. Por hipoétese,
2+ 6+ +2%35 4253k = 3k¥1 1 4 2. 351 Mas, trabalhando o
lado direito, temos:

3k+1_1+2*3k+1: 3k+1+2*3k+1_1:
= 3kt1(14+2)-1=3k2_1

Dessa forma, 2 + 6 + --- + 2 # 35 + 2« 3K+1 = 3k¥2 1 ou seja, vale p(k+1).

Veja que, ao igualarmos os lados esquerdos, os lados direitos ja ficam também
idénticos depois de alguma manipulagio (em geral simples).

K)

Seja p(n) a proposigdo 2™ < nl.
Queremos mostrar que [p(n),¥n = 4| (preste atengiio no 4).
> Caso base: mostrar que p(4) vale. 2* = 16 < 24 = 4! . OK.

> Passo indutivo: mostrar que, se vale p(k), vale p(k + 1). Mas [k_>= 4]

p(k) é[2* < k!]
plk+1)é| 2% < (k+ 1)

Vamos tentar igualar o lado esquerdo, multiplicando tudo por 2. Por hipdtese,
(2"‘) # 2 < (k!) = 2 . Veja que aqui, ao igualarmos o lado esquerdo, ndo
necessariamente igualaremos o lado direito. Isso ocorre porque nio precisamos
mostrar que o lado direito é igual ao lado direito de p(k + 1). Precisamos
mostrar que o lado direito ¢ menor ou igual ao lado direito de p(k + 1), ou seja,
(k + 1)!. Mas veja que, como k >= 4,

k+D) =) «Ek+D=®&)«@+ 1> &Dx*2
de onde...
(2%)r2 <D *2 <) *k+1) = (k+ 1!

Em resumo, 25%1 < (k + 1)!., o que conclui o passo indutivo e a prova por
inducio.




Seja p(n) a proposicdo (1 + x)™ = 1 + nx
Queremos mostrar que |p(n), Yn=1vVx> 0|.

> Caso base: mostrar que p(1) vale. (1+ x)1 =1+ 1 *x. OK.
> Passo indutivo: mostrar que, se vale p(k), vale p(k + 1).

p(k)é|(1 + 0)* > 1 + kx|
plk+ 1D é[ (1 + )1 =1+ (k + x|

Vamos igualar o lado esquerdo, multiplicando tudo por (1 + x). Por hipotese,
(I+x)*«(1+x) =1+ kx)*(1+x). Agora vamos mostrar que o lado
direito ficou maior ou igual ao lado direito de p(k + 1).

(I+kx)*(1+x)=1+x+k +kx=1+(k+ Dx+kx? =1+ (k+ x,
pois kx? >= 0 (lembre que k,x = 0). A partir disso,

(140 *+1+2x)=(1+xk>1+kx)«(1+x) =214+ (k+ Dx

Em resumo, (1 + x)**1 == 1 + (k + 1)x. O passo indutivo esta
concluido, assim como a prova por indug¢éo.




