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*n! *n* (n—1)!
l_ *C , = prn = P =
prC(np) (n-p)t+p! (n—-p)l*p*(p—1)!
= % &: n*C(n-l p-1)
(n-p)!* (p—1)! '
2. Pelaférmula do bindmio, sabemos que (1 4 x)® = X% o xi * C (n,i)
Pondo x = —1, temos que
I+ D))" =2t *C(ni) =
=C(n0)-C(n1)+C(n2)+..+ (- 1*C(nn-1)+ (—1)"*C(n,n)
Por outro lado, (1 + (—=1)"=(0)"=0
3. Pondo x = 1 em (1 + x)™, temos que

A+ DM =3o 1% C (i) =3 C (ni) =
=C(n0)+C(nl)+..+C(nn-1)+C(nn) [i]

Pondo x = —1, temos que
L+ D)) =ZL (D' *C(ni)=
=C(n0)-C(n1)+C(n2)+..+ (=)™ *C(nn-1) + (—=1)" *C (n,n ) [ii]
Sabemos que [i] + [ii] = (1 + 1)" + (1 + (—=1))" = 2" + 0" = 2"
Por outro lado, [i] + [ii] =
C(n0)+C(nl)+C(n2)+ ..+ Cmn1)+C(nn)
+
C(n0)- C(n1)+C(n2)+.. + ()" *C(nn-1)+ (=1)"*C (n,n)

Note que os termos C(n, nimero par) se somam, enquanto os termos
C(n,nimero impar) se cancelam, de onde

[i] +[ii]=2*[C(n0)+C(n2)+C(n4)+..]=2"
Dai,C(n0)+C(n2)+C(n4)+..=2""1
Da expansado de (1 + 1)", também deduzimos que

C(n1)+C(n3)+C(n5)+..=2""1




Como as duas expressfes sdo idénticas, os coeficientes de cada termo delas
(poténcias de x) devem ser iguais. A primeira coisa a fazer é expandir as
expressdes. Vamos comegar expandindo a primeira...
+0)"* (L +x)" =[Zlox' *C (ni) ] *[ETLox’ *C(mj)]
Um termo da forma k x* aparece em dois casos:
i=1lej=0;i=0ej=1

Veja que o primeiro caso é “pegar” o x* * x° (olhe as cores!) e 0 segundo caso é
0 contrario.

Assim, o coeficiente de x* sera
C(n1)*C(m0)+C(n0)*C(m1)=
=C(n1)+C(m1)

Agora vamos para a parte mais facil, que é avaliar o coeficiente de x' em
(1 + x)™*™, Pela aplicagdo direta da formula,

A+x)mm=yMmyl s C(n+m,i)

Dai, o coeficiente de x* é termo que surge quando i = 1. Esse termo é
C(n+m,1)

Com isso concluimos que € (n,1)+C (m,1)=C (n+m,1). As outras partes
do problema sdo analogas a essa.

a) S = 1x2x3 + 2x3x4 + 3x4x5 + -+ + 50x51x52

E recomendavel vocé ir se habituando a notacdo de somatério, porque ela é
bastante atil (principalmente para quem faz gabaritos). Veja que...

52 Szi*(i—l)*(i—Z) 52
S=;i*(i—1)*(i—2)=; - *3!=;C(i,3)*3!=

52
=3!*ZC(L’,3)
i=3

O somat6rio acima representa a soma da coluna 3 do tridngulo de Pascal, da linha
3 até a linha 52. Pela propriedade da soma da coluna,

52
S=3!*ZC(L',3) =31%C(53,4)= 1.756.950

i=3




b) S = 1x3 + 2x5 + 3x7 + -+ + 50x101

Veja que...

50

S= Zi*(2i+1)= ZZL(ZHD ZC(ZL+1 2)

i=1 i=1

Por ai, da para perceber que S é a soma dos primeiros 50 termos do triangulo de
Pascal cuja coluna é 2 e a linha é impar. Mas ndo conhecemos uma simplificacéo
para esse tipo de soma - s6 sabemos, numa certa coluna, somar todos 0s termos
até um certo ponto. 1sso sugere...

50
B = ZC(Zi,Z)
i=1

B é a soma dos primeiros 50 termos do triangulo de Pascal cuja coluna é 2 e a
linha é par. Assim...

101

S+B= ZC(21+1 2) + 26(212)— 26(12)_ € (102,3) [i]

50 50
S—B=Z{C(2i+1,2)— C(2i,2)}=22i=50x51 [ii]
i=1 i=1

Usando [i] e [ii], temos: (S + B) + (S — B) = 25 = € (102,3) + 50x51|

S =87125

Nos sabemos resolver esse tipo de coisa quando a restricao € algo do tipo “sendo
X,Y,Z inteiros maiores ou iguais a 1”. Nosso sonho portanto é reduzir o problema
original a algo desse tipo. A idéia é essa:

|x=a+6;y=b+6;z=c+6|

E a nossa equagao fica com essa cara:

(a+6)+ (b+6)+(ct6)=a+b+c+(18)=30 —>|a+ b +c=12|

Agora vamos olhar para a restri¢éo:

X,y,z > 7 — (at6),(b+6),(c+6) > 7 —

E entdo reduzimos um problema estranho a um que ja conheciamos. A resposta
portanto 6 C (11,2) =55




Cabe aqui fatorar 1024 = 219, Como x,y,z,t sdo inteiros, eles serdo poténcias de 2.
Entéo faz sentido e d& vontade reescrever X,y,z,t como poténcias de 2:

x=2%y=2";2=2;t= 2%

Agora vamos olhar para a equacgéo original de novo:

xyzt = 1024 — 2% % 2P % 264 2¢ = 210 L {g+ b+ c+d = 10]

Como sempre, vamos Ver 0 que aconteceu com a restricao...

x,y,7,t =2 - 2%2P,2¢,24 > 21 >la,b,c,d > 1]

E isso é uma versdo do problema [6], apenas com valores diferentes. A resposta
finaléC (9,3)=84.

. 5
Expandindo (x* + x? + ...+ x'°9)7, temos uma soma de termos da forma:

(xa * xb % x€ % xd * xe) — xa+b+c+d+e

aluma coisa

(cada x vem de um dos cinco somatorios )

a+b+c+d+e

Um termo desse tipo tem 15 como expoente quando x =x"5,0 que

implica...

[atbtctdte=15],com [abcde> 0

Assim caimos num problema ja conhecido.

Resposta: € (19,4) = 3876




