LISTA 5 DE ANALISE REAL 2009

RICARDO SA EARP

Compacidade, conexidade e continuidade em espacos métricos

(1) Deduza as afirmagoes abaixo:
(a) Seja A um conjunto limitado ndo compacto de R. Segue
entao que existe uma funcao continua f : A — R que nao
é limitada e existe g : A — R limitada, mas o sup f(z) néo

¢ atingido.

(b) Seja f : R* — R* continua tal que f(z) — 0 quando
||z|| — oco. Segue entao que f assume um maximo global.

(¢) Todo conjunto infinito limitado de R™ possui um ponto de
acumulagao.

(d) Toda sequéncia limitada de R™ possui um valor aderente.

(e) Seja {z,} uma sequéncia limitada em RY tal que toda
subsequéncia converge para o mesmo ponto a de RY. Segue
entao que z, — a, quando n — co.

(2) Seja A um subconjunto nao vazio de R™. Definimos:
f(z) :=dist(x, A) = ;gﬁl |z —y|l, zeR"

que se chama de distancia de z ao conjunto A. Deduza:

(a) f é Lipschitz, logo uniformemente continua em R™.

(b) Dé uma caracterizacio da aderéncia A de A em termos de
f().

(c) Deduza que parat > 0 o conjunto V;(A) = {z; dist(z, A) <
t} é uma vizinhanca de A e de A.

(d) Dados dois conjuntos A, B de R™ defina dist(A, B), a
distancia de A a B. Conclua que se A é compacto e B
é fechado e AN B = (), entao dist(A, B) > 0. Mostre ainda
que isto é falso se A e B forem apenas fechados.

(3) Deduza que a esfera unitdria S" := {z € R""!; ||z]| = 1} em
R™*! é um conjunto conexo. Seja f : S — R uma funcao
continua. Deduza que existe p € R; f(p) = f(—p).

(4) Sejam f,g : [0,00) — R duas fungdes continuas, satisfazendo
f(0) < ¢(0). Exiba condigoes suficientes para que exista um

ponto y > 0, tal que f(y) = g(y). Exiba condigoes suficientes
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para que exista um unico ponto y > 0, tal que f(y) = g(y). Dé
exemplos explicitos de ambas as situagoes.

(5) Seja f: X — Y, uma aplica¢do continua de um espago métrico
compacto X em um espago métrico Y. Deduza que f é uni-
formemente continua.

(a) Deduza que f(x) = /x é Lipschitz para * > a > 0 e
uniformente continuma, mas nao Lipschitz em [0, 0o).

(b) Estenda o que foi feito no item anterior para a fungao
f(x) =27 2>0,pcZt.

(¢) Seja X um subconjunto da reta real R. Seja f : X — R,
uma aplicacao uniformemente continua. Deduza que se a
¢ um valor aderente a X, entao limite lim, ., f(x), existe.
Conclua que toda aplicacao uniformente continua f : X —
R, admite uma tnica extensdo continua F : X — R, (i. e,
F|x = f, F restrita a X é igual a f) que é uniformemente
continua. Além disso, conclua que se X ¢é limitado, entao
f(X) é limitado.

(d) Dé exemplos de fungbes continuas definidas em (0, 1] que
nao sao uniformente continuas.

(e) Estabelega um critério usando sequéncias para que uma
funcao f : X C R — R nao seja uniformente continua.
Aplique para deduzir que f(z) = 23 nao é uniformemente
em R.

(6) Seja X um subconjunto de um espago métrico Z. Seja f :
X — R, uma aplicacao uniformemente continua. Deduza que
se a ¢ um valor aderente a X C Z (imagine X contido num
espago métrico ambiente Z, digamos Z = R"), entao limite
lim,_, f(x), existe. Conclua que toda aplica¢ao uniformemente
continua f : X — R, admite uma tnica extensao continua
F: X — R, que é além disso uniformemente continua.

(7) Generalize o item anterior para uma aplicacdo uniformemente
continua f : X C Z — Y, de um espago métrico X C Z num
espaco métrico completo Y.

(8) (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Deduza que toda aplicacao
continua f : [0,1] — [0, 1] possui um ponto fixo, isto é f(z) = x
para algum = € [0, 1] . Estabeleca alguma condigao que garanta
que o ponto fixo é unico.

(9) Seja A um conjunto conexo de R™. Deduza que se B satisfaz
A C B C A entdao B é conexo. Em particular, conclua que A é
conexo.

(10) Seja f : R — R uma funcao real convexa que nao é injetora.
Deduza que f assume um minimo global.



