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1 O Método de Coeficientes Indeterminados para
equacoes diferenciais de 12 ordem

Considere uma equacao linear de primeira ordem nao homogénea
y' +a(z)y = hi(z) + ha(2)

onde o lado direito seja soma de dois termos. Podemos agora resolver sep-
aradamente as duas equacgoes ¥y + a(z)y = hi(x) e ¥ + a(x)y = ha(z).
Sejam y1(z) e ya(z) solugoes particulares das duas respectivas equagoes e
y(x) = y1(x) + y2(x). Temos

Y (@) + al@)y = [y1(z) + ()] + a(@) [y () + y2(2)] =

v1(2) + a(@)yr ()] + [va(2) + alx)y2(2)] = hi(z) + ha(z) = h(z).

Em outras palavras: para achar uma solucao particular de uma equacao nao
homogénea quando o termo nao homogéneo é soma de dois termos, basta
achar uma solugao particular para cada um dos termos em separado, e somar
as duas solugoes.

Obviamente esta regra se generaliza para o caso de um nimero maior
de termos: h(x) = hi(x) + ha(x) + --- + hy(z). Basta achar uma solugao
particular yi(z) para a equacado com cada termo em separado y' + a(x)y =
hi(x) e depois somar as solugoes.

y(z) = y1(x) + y2(x) + - + yalz)

1.1 Termo kzPeb®

Considere agora o caso de coeficiente a(x) ser uma constante a, e, primeiro,
o caso do lado direito ser uma soma de termos de forma

h(z) = kaPeb®

onde k e b sao numeros reais e p > 0 um inteiro. Este caso inclui como
casos particulares h(z) = kaP (quando b = 0), h(x) = ke’® (quando p = 0),
e h(z) = k (quando p e b ambos séo zero). Para um termo deste tipo temos
uma regra bastante 1til para achar uma solugoes particular.

A equaga@o ndo homogénea

Y + ay = kaPeb®

possui uma solucao particular de uma forma especifica conforme dois casos:



1. Se b # —a, entao
y(z) = gq(x)e”

Onde ¢(z) é um polinémio de grau p.

2. Se b = —a entao

k
y(:c) — mxp-‘rlebx

Note que o caso (1) corresponde ao fator exponencial e®® ndo ser uma
solucao da equagao homogénea correspondente, e o caso (2) ao este fator ser
uma solugao.

Vamos ver alguns exemplos

Exemplo 1.1 ¢/ + 2y =222+ =z

Temos dois termos do lado direito para cada um dos quais b =0 # —2 = —a.
Cada um corresponde a uma solugao particular que é um polinémio, de grau
2 para o primeiro, e de grau 1 para o segundo. Como a soma destes dois
polindmios seria um polinémio de grau dois, podemos combinar os dois
termos e procurar uma solucio da forma y(z) = a + bx + cz®. Substituindo
isto na equacao temos

b+ 2cx + 2a + 2bx + 2cx? = 22% +

Para que isto seja verdade para todo x os coeficientes de 1, z, e 22 dos dois
lados devem ser iguais. Assim igualando

Coeficiente de 1: b+2a=0
Coeficiente de z: 2¢c+2b=1
Coeficiente de z2: 2c=2

Resolvendo este sistema achamos a = %, b= —%,c = 1. Assim,

1 1
y(x):1—§a:+x2

xT

Exemplo 1.2 3 + 2y = 3ze~?2

Aqui b = —a. Assim,

Exemplo 1.3 3/ — y = ze®® + 3¢



Temos dois termos do lado direito. Para o primeiro, ja que b=2 # 1 =
—a, devemos procurar uma solucio da forma (a + bz)e?® e para o segundo,
ja que b = 1 = —a, podemos escrever uma solucao diretamente. Para o
primeiro temos

be®® 4+ 2(a + bx)e*® — (a + bx)e*® = ze*®

logo
b+a+bxr=x

daib=1,a=—1,¢
yi(x) = —e 4 ge?®

Para o segundo termo temos diretamente

1
—gte”

y2(2) = 5

e portanto

1
y(x) = y1(z) + ya(x) = —e% 4 g 4 Z:LA@”

1.2 Termos kxzPeb sen fx e kaPe’ cos fx

Finalmente vamos consider o caso do coeficiente constante e o termo nao
homogéneo possuir um termo da forma:

kaPeb sen fx ou kaPeb cos fa
onde f # 0. No presente caso, a equagao nao homogénea
y' +ay = h(z)

onde h(z) é uma das expressoes acima, possui uma solugao particular da
forma
y(z) = q(2)e’ sen fx + r(z)e’™ cos fx

onde ¢(x) e r(z) sdo polinémios de grau p.
Exemplo 1.4 3 + 2y = xe® cos 2z
Tentemos y(z) = (a + bx)e” sen 2x + (¢ + dx)e” cos 2z. Achamos

Y (x) 4+ 2y(z) = be” sen 2x + (a + bx)e” sen 2z + 2(a + bx)e” cos 2x+
de” cos 2z + (¢ + dx)e” cos 2x — 2(c + dx)e” sen 2z +
2(a + bx)e®sen 2z + 2(c + dx)e” cos 2x



Isto deve ser igual a xe® cos 2x. Para simplificar, dividimos os dois lados por
e’ e juntamos todos os termos com sen2z e todos os termos com cos 2.
Assim:

(b+3a+ 3bx — 2¢ — 2dx) sen 2z + (2a + 2bx + d + 3¢ + 3dx) cos 2z = x cos 2x

Para que isto seja verdade para todo x é necessario, primeiro, que os coefi-
cientes de sen 2z e os coeficientes de cos 2z dos dois lados sejam iguais:

b+ 3a+ 3bxr — 2¢c — 2dxr =
20 +2bxr+d+3c+3dr = =

e, segundo, que em cada uma destas equagoes os coeficientes de 1 e os
coeficientes de x dos dois lados sejam iguais. Assim finalmente

b+3a—2c = 0
3b—-2d = 0
2a+3c+d = 0
2b+3d = 1
Resolvendo este sistema achamos a = —%, b= %, c= —%7 ed= % e
portanto
12 2 5 3
y(z) = (—@ + ﬁx)e‘” sen 2z + (—@ + Ex)e” cos 2x



2 Variacao de Parametros para equacoes diferen-
ciais de 22 ordem

Considere uma equacao diferencial linear de segunda ordem:

y' () + a(2)y' () + b(z)y(x) = h(z) (1)

e sejam u(x) e v(x) duas solugoes linearmente independentes da equagao
homogénea. A solugao geral da equacao homogénea é:

y(x) = culz) + dv(x)

onde ¢ e d sao constantes arbitrarias. O método de variagdo de parametros
substitui funcdes no lugar destas constantes:

y(z) = c(z)u(z) + d(z)v(z) (2)

Substituindo na Equagao (1) obtemos, levando em conta que u e v sao
solucoes da equagao homogénea,

! /! / / ! /
du+d'v+cd(2u 4 au) + d' (20" + av) = h. (3)
Ora, isto é uma equacgao para duas fungoes incognitas c e d. Para determinar
estas fungoes unicamente precisamos de mais uma equacao. Acontece que
podemos arbitrar esta segunda equacao de varias maneiras.

2.1 Dois coeficientes

Uma possivel segunda equacao é c'u+d'v = 0. Disto segue "u+cv'+d" v+
d'v' = 0. Substituindo estas duas equagoes em (3) resulta em ¢'u’+d'v' = h,
e temos o sistema:

du+dv = 0
C/u/+dlvl —
Introduzindo a Wronskiana

W(u,v) = det ( s, :}), >

temos

d = —



Integrando as duas equagoes para achar ¢ e d e substituindo em (2) achamos
uma solucao particular da equagao nao homogénea:

y:u/%/hdquv/%}/de

2.2 Um coeficiente

Uma outra maneira de impor uma segunda equacao ¢ anular uma das fungoes
c ou d, digamos d = 0. Assim nem é necessirio o conhecimento de duas
solugoes linearmente independentes, somente uma solucao u ¢ suficiente.
Equagao (3) agora vira ¢’u + ¢/(2u' + au) = h ou seja
/
A+ (2E +a)d = h
u u
o que é uma equacao de primeira ordem linear em relagao a derivada, ¢’ de
c. A solucao é:
R

1 PR L R ad
c’:C—26_ G e @ w/e 2%y h dx
u u

onde C' é uma constante arbitraria. Integrando mais uma vez temos:

1 —Radx 1 —Rad:c Rada}
c=C1+Cy [ —e dx + —e e whdz | dx
u u

e finalmente

1 R 1 R R
y:Clu+Czu/2e adwda:—ku/ <26 adx/e ad’”uhdm) dzx
U U

onde C] e (5 sao duas constantes arbitrarias. Note que no segundo termo
aparece uma segunda solucao linearmente independente da equacao ho-

1 R d
v:u/2e_ 40T dx
i

e que o terceiro termo é uma solugao particular da equacao nao homogénea.
Assim:

mogeénea,

O método de wvariagdo de parametros com um coeficiente con-
strot, a partir de uma solucdo da equacdo homogénea, uma se-
gunda solucao linearmente independente, e uma solucdo partic-
ular da equacao nao homogénea.



Vamos seguir os passos deste roteiro para a equacao y’ — 2y’ +y = e*
utilizando a solugao u(z) = e* da equagdo homogénea.

Substituindo na equagao nao homogeénea e mantendo somente termos onde ¢
e diferenciada (os outros termos tem que somar a zero pois neles ¢ e tratado
como constante, e uma constante vezes e* é solugao da equagao homogénea),
temos c’e® + 2ce* — 2ce” = €%, ou seja

/!
c'=1

Integrando

1
c(z) = 5332 +C1 + Cyx

e portanto
1
y(z) = C1e* + Coxe” + ixQex

Concluimos que xe® é uma segunda solucao da equacao homogénea, linear-

mente independente de €%, e que %xQex é uma solucao particular da equacao

nao homogénea.



3 O Método de Coeficientes Indeterminados para
equacoes diferenciais de 22 ordem

Considere uma equagao linear nao homogénea de 22 ordem com coeficientes
constantes.
v+ ay' + by = h(z).
A equacao caracteristica associada é
M+al+b=0

Com as mesmas consideracoes da Secao 1 procuramos uma solucao particular
para termos do lado direito de formas especiais.

3.1 Termo kaPe®
A equagado nao homogénea
y" 4+ ay + by = kaPe™
possui uma solucao particular de uma forma especifica conforme trés casos:
1. Se ¢ nao é raiz da equagao caracteristica, entao
y(x) = q(x)e™
Onde ¢(x) é um polinémio de grau p.
2. Se ¢ é uma raiz ndao repetida da equagao caracteristica, entao
y(@) = q(z)e™

Onde ¢(z) é um polindémio de grau p + 1 sem termo constante.
3. Se ¢ é uma raiz repetida da equacao caracteristica,

y(z) = k p+2 be
P+1D+2)
Note que caso (1) corresponde ao fator e“* nao ser uma solugao da equagao

homogeénea, caso (2) corresponde ao fator e ser uma solugdo mas xe“ nao
o ser, e caso (3) a ambas estas fungoes o serem.
Exemplo 3.1 ¢’ + ¢ — 2y = ze”
Aqui ¢ = 1 que é uma raiz nao repetida da equagao caracteristica. Portanto
devemos por y(x) = (ax + bxz?)e®. Substituindo na equacio e simplificando
temos (2b + 3a + 6bx)e® = xe®, dai 6b =1 e 2b+ 3a = 0 e assim

1 1,

y(z) = (—§£L' + 6% )e®

10



3.2 Termos kaPeb™ sen fx e kaPe’ cos fx
Para o caso do termo nao homogéneo ser da forma:
kxPe sen fx ou kaPe cos fx

onde f # 0, temos a seguinte construgao: A equagao nao homogénea possui
uma solugao particular de uma forma especifica conforme dois casos:

1. Se ¢ £ if nao sao raizes complexas conjugadas da equagdo carac-
teristica, entao

y(z) = q(x)e“ sen fx + r(x)e™ cos fr
onde ¢(x) e r(z) sdo polinémios de grau p.

2. Se ¢ +if s@o raizes complexas conjugadas da equacgao caracteristica,
entao
y(z) = q(z)e” sen fx + r(z)e™ cos fz

onde ¢(x) e r(z) sdo polindmios de grau p + 1 sem termo constante.
Exemplo 3.2
Y’ — 4y + 5y = ze* senx
Aqui c+if =2+ i que sao raizes da equacao caracteristica. Assim pomos
y(z) = (az® 4 bx)e*® senx + (cx? + dr)e** cosx
Substituindo na equacgao e simplificando temos
(—dcx + 2a — 2d)e* sen x + (4azx + 2b + 2¢)e*® cosx = ze** senx

Assim —4c=1,2a—-2d =0, a =0, e 2b + 2c = 0. Temos finalmente

1 1,

y(x) = er% senz — ¥

0S

Exemplo 3.3 "+ ¢ +y = senx

Aqui estamos no primeiro caso e portanto y(x) = asenx + bcosx. Substi-
tuindo na equacao resulta em —bsenx + a cosx = senx, logo

y(z) = —cosz

11



4 Equacoes de diferencas: consideracoes gerais

Vamos estudar sequéncias de nimeros reais yg, y1, .- ., Ye, - - .. Uma equacao
de diferencas finitas de ordem k para uma tal sequéncia é uma relagdo que
se impoe sobre k + 1 termos sucessivos da sequéncia

F(?’L, Yns Yn+1,- - - 7yn+k) =0. (4)

Uma solugao de (4) é precisamente uma sequéncia para a qual (4) é verdade
para todo n, isto é, para n = 0,1,2,.... Dizemos que uma equagao de
diferencas finitas de ordem k estd em forma mormal se é escrita como

Yn+k = f(n7 Yns Yn+1, - - - 7yn+k71)- (5)

Se uma equacao estd em forma normal entdo em principio é facil achar as
solugoes. Considere (5) para os valores sucessivos n = 0,1,2,.. .

Ye = f(07y07y15"'7yk—1) (6)

Ye+1 = f(17y17y27"'7yk) (7)

Yk+2 = f(27 Y2,Y3, -+ - yk-‘rl) (8)

Note que se yo, y1, - - -, Yp—1 sao dados arbitrariamente entao (6) nos fornece

o valor de yi. Sabendo este valor, (7) nos fornece o valor de yx41 e sabendo
este, (8) nos fornece o valor de ypi2, € assim por diante. Este processo,
chamado de iteragao, constréi uma solugao da equagao a partir dos nimeros
Y0, Y1, - - -, Yk—1 a0s quais podem ser atribuidos valores arbitrarios.

Obviamente, para que o processo iterativo tenha éxito, o lado direito das
equagoes (6), (7), (8),...deve ser bem definido. Para garantir isto vamos
supor neste curso que f é bem definido para quaisquer valores dos seus
argumentos. Note também que, uma vez dados os valores de yo, y1, - - -, Yr_1,
0s passos iterativos determinam os nimeros sucessivos Y, Yx+1, Yk+2, - - - de
maneira dnica. Uma outra maneira de expressar isto é o seguinte: se u e
v sd0 duas solugoes e se os primeiros k valores coincidem, isto €, uy = vy,
Ul = Vi,...,Uk_1 = Vp_1, entao u = v. Este resultado é conhecido como
Teorema de Unicidade.

A solugao entao depende de k constantes livres. Por exemplo, a equagao
Yn+o = 142y, +ynt1 tem como solugao geral y,, = —%+a(—1)”+ﬂ2”, onde
« e 3 sao nimeros quaisquer (verifique que esta expressao é uma solugao).

O método iterativo nao nos leva necessariamente a enxergar uma maneira
compacta de expressar a solugao geral, e em geral tal maneira compacta nao

12



existe. Para algumas equagoes importantes porém, a solugao geral pode ser
expressa em forma 1til e explicita. Sao estas as equagdes que estudaremos
neste curso. Para ilustrar, considere os primeiros passos iterativos na solugao
da presente equacao :

Y2
Y3
Y4
Ys

L+ 2yo + 11
1+ 2y; + 42
14 2y2 + 43
14 2ys + y4

2+ 2yo + 31
5+ 6y0 + Sy1
10 + 10yo + 11y,

Nao ¢é nada claro a partir destes resultados que a solucao geral possa ser
dada por uma expressao simples.

13



5 Equacoes de diferencas de 12 ordem

5.1 A equacio y,i1 = Y + fn

A equagao
Yntl = Yn + fn (9)

é andloga a equacao diferencial ¥’ = f(z). Como esta dltima é resolvida
por y(z) = [ f(z)dz, ou em termos de integrais definidas, por y(z) =
y(zo)+ [ xmo f(2) dz, podemos esperar que a equacao de diferengas finitas seja
resolvida por uma soma dos f,. De fato, desenvolvendo iterativamente os
primeiros termos da solucao temos:

y1 = Yo+ fo
y2 = n+fi = yw+fot+h
y3 = y2+fo = wt+fot+fit+fo

a partir do qual percebemos que para n > 1,
n—1
k=0

Note que o somatério do lado direito de (10) nao faz sentido para n = 0 pois
entdo o limite superior é menor que o limite inferior. Adotamos porém no
resto deste curso a convengao que um somatério com limite superior menor
que o inferior vale zero. Com esta convengao, a expressao (10) é agora valida
para todo n.

Que (10) dé uma solugao pode ser facilmente verificado substituindo esta
expressao na equagao (faga-o!). Como gy é arbitrario, podemos também
dizer que a solugao geral de (5.1) é ¢ + ZZ;(l) fx onde ¢ é uma constante
arbitraria (“constante de soma”em analogia com uma constante de inte-
gragao).

5.2 A equagao y,11 = a,yn

A equagao

Yn+1 = GnYn
¢ analoga & equagao diferencial y' = a(z)y (justifique esta afirmacao). De-
senvolvendo os primeiros termos iterativamente temos:

Yyir = Yoo

14



Y2 = Yyia1 = YoGoai

Yys = Y202 = Yoapaiaz

a partir do qual percebemos que para n > 1,

n—1
Yn = Yo Hak. (11)
k=0

Adotamos neste curso também a convencao que um produtério com limite
superior menor que o inferior vale um. Com esta convencao, a expressao
(11) é agora valida para todo n.

5.3 Equacoes lineares de 12 ordem

Estamos agora prontos para resolver a equacao

Yn+1 = AnYn + bn- (12)

No restante desta sessao supomos que a, # 0 para todo n, caso contrario,
o tratamento da equacao requereria consideracoes adicionais. A maioria das
equagoes encontradas na pratica sao do tipo aqui assumido.

Se b, = 0 entao a equagao é chamada homogénea. Por consideracoes
gerais ja discutidas, a solugao geral de (12) é dada pela soma de uma solugao
particular e uma solucdo geral da equacao homogénea correspondente. A
equacao homogénea é y,+1 = any,. Sabemos que a solucao geral desta é

n—1
Yn = C H ag, (13)
k=0

onde ¢ é uma constante arbitraria. H4 dois métodos de resolver a equacao
nao homogénea, o de variacao de parametros, aplicavel sempre, e o de coe-
ficientes indeterminados, aplicavel somente em certos casos (quando é bem
mais eficiente do que o de varia¢do de parametros).

5.4 O método de Variacao de Parametros

Escreva

n—1
Yn = Zn H ag
k=0

15



substituindo para a constante ¢ em (13) a fungao (sequéncia) z,. Para
simplificar a notacao seja

n—1
A =[] an, (14)
k=0
de modo que y, = z,A,. Substituindo esta expressao em (12) temos
Znt1Ant1 = anznAn + by (15)

Usando o fato que a, A, = Ap41 transformamos (15) em

bn
An+1

Zn+1 = Zn +

do qual sabemos a solucao geral

n—1
by,
Zn=CF Z A,
— Akt

e portanto a solugao geral de (12) é dado por

n—1
b
Un = A+ Ay > " (16)
k=0

— A1

onde ¢ é uma constante arbitraria e A, é dado por (14).
Um caso especial de (16) acontece quando os coeficientes da equagao sao
constantes, i.e, a, = a. Neste caso, a solu¢ao dada por (16) pode ser escrita

COmo
n—1

= 0a” + 3 "1, 17)
k=0

Se tivermos b, = b, entdo (17) pode ser ainda mais simplificada para

Yo = woa" +b |G a1
Yo + bn, a=1.

5.5 O método de Coeficientes Indeterminados

Apresentamos este método somente para o caso de a,, = a, uma constante.
Como foi explicado antes, se o termo nao homogéneo consiste de varios ter-
mos, podemos achar uma solugao particular para cada termo em separado,
e depois somar as solucoes.

16



Consideramos somente o caso do b,, ser da forma:
b, = knPb".

Este caso inclui como casos particulares b, = kn? (quando b = 1), b, =
kb"™ (quando p = 0), e b, = k (quando p =0 e b = 1). Para um termo deste
tipo temos uma regra bastante til para achar uma solucoes particular.

A equagao ndo homogénea

Yn+1 = ayn + knPb"
possui uma solugao particular da forma
Yyn = q(n)b"
onde ¢(n) é um polindomio da seguinte forma:
1. Se b # a, q(n) é de grau p.
2. Se b =a, q(n) é de grau p+ 1, sem termo constante.

Note que o caso (1) corresponde ao fator exponencial b nao ser uma
solugao da equagao homogénea correspondente, e o caso (2) ao este fator ser
uma solucao.

Vamos ver alguns exemplos:
Exemplo 5.1 y,11 = 2y, +n + n?2"

Vamos tratar os dois termos nao homogéneos em separado. Para o primeiro
termo, procuramos uma solucéo w, = a + bn. Temos

Wpt1 — 2wy = (@+b(n+1)) —2(a+bn)=b—a—0bn

o que deve ser igual a n para qualquer valor de n. Logo os coeficientes de 1
e de n dos dois lados da igualdade b — a — bn = n devem ser iguais e temos
a=—1, b= —1 e portanto

wy, = —1 —n.
Para o segundo termo devemos procurar uma solucao da forma
— 2 3\on
zn, = (an + bn” + cn”)2".

Temos
Znt1 = (a(n+1) +b(n+1)% + c(n + 1)%)2" 1,
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Levando em conta que 2" = 2 x 2" e expandindo cada poténcia de (n+1)
achamos

Znt1 = 2((a+b+c¢) + (a+2b+ 3c)n + (b + 3c)n? + cn?)2"

e portanto calculando z,+1 — 22, e dividindo os dois lados por 2" devemos
ter

2a + 2b + 2¢ + (4b + 6¢)n + 6¢cn? = n?,

Assim sendo, para que isto valha para todo n, é necessario que

2a +2b+2¢c =
4b+6c = 0
6c = 1
0 que resulta em a = %, b= —i, ec= % e portanto
1 1 1
Zn = (En — ZnQ + 6123)2"
Finalmente
1 1 1
Yn = Wp + 2 = —1—n+(ﬁn—1n2+6n3)2n

Exemplo 5.2 Vamos achar a soma s, dos quadrados dos primeiros n in-
teiros, isto €,
Sp=14+224+324+...+n2%

Vemos que s, satisfaz s,11 = s, + (n + 1)? com valor inicial s; = 1. Pela
regra acima, ja que b = 1 = a, devemos procurar uma solucao particular da
forma an + bn? + cn3. Substituindo na equacio resulta em

snﬂfsn:a+b+c+(2b+3c)n+30n2:1+2n+n2.

Disto deduzimos a = é, b = %, ec = % A solucao geral da equagao
homogénea é s, = ¢, uma constante, logo a solucao geral da equagao nao
homogénea é
1 1 5 14
sn:c+6n+§n +§n

Impondo a condigao s; = 1 achamos ¢ = 0 e portanto

1 1 1 1)(2 1
2:7n+7n2+7n3:n(n+ )(2n +1)

1+22 432+
+ 22487t = ot ot g o
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5.6 Um exemplo de aplicacao: juros

Equacoes de diferencas de 12 ordem sao usados na area financeira, especial-
mente no calculo de juros, hipotecas e empréstimos.

A taxa de juros anunciada por uma instituicao financeira é usualmente
dada em forma de percentagem, por exemplo 2% ao més. Para fazer calculos
devemos transformar isto num fator numérico real, que no nosso caso seria
0,02. Usaremos a letra r para indicar este fator numérico. Note que a taxa
de juros sempre é relativa a um determinado periodo de tempo (um dia, um
meés, um semestre, um ano, etc.). Se pedimos emprestado uma quantia @
de reais a uma taxa r ao més, entao ap6és um meés, devemos (1 + r)Q reais,
ap6s dois meses (1 + 7)2Q reais, e apés N meses (1 + )V Q reais. Dizemos
que os juros sao compostos, isto é, se nao saldamos a divida, no préximo
periodo pagamos juros sobre os juros devidos no periodo atual. O mesmo
mecanismo funciona para o nosso beneficio com investimentos, no préximo
periodo recebemos rendimentos em cima dos rendimentos do periodo atual.

Taxas de juros referentes a periodos de tamanhos diferentes podem ser
convertidos entre si. Por exemplo se r; é a taxa de juros para um determi-
nado periodo e ro e uma taxa equivalente para um periodo k vezes maior,
k=2,3,..., entao se pedimos emprestados @) reais, apds k periodos deve-
mos por uma conta (1 +71)*Q reais, e por uma outra conta, (1+172)Q reais.
Entao é necessério que

(1+7r)" = (1+72).

Mais geralmente, se 1 e a taxa relativo a um periodo de tempo de tamanho
T1 e 9 e a taxa equivalente relativo a um periodo de tempo de tamanho 75,
entao

(1 + 7”1)T2 = (1 + TQ)TI.

Por exemplo, se r,,, é a taxa mensal e r, é a taxa anual equivalente, entao
(1+7rm)2 =147,

Depdsitos bancarios, hipotecas, empréstimos, etc. sao normalmente su-
jeitos a dois tipos de processos: intervencoes periédicas (depdsitos, saques,
pagamentos, etc.) e incidéncia de juros. Suponha que no inicio de um certo
periodo (o n-ésimo) de um certo tamanho (um més, por exemplo) vocé tem
uma quantia @, de dinheiro. Neste periodo a quantia é sujeita a juros com
taxa r, e no final sofre uma modificacao p,. Entao no inicio do periodo
n+1, a quantia em questao serd (14r,)Qy, + pp. Assim temos uma equagao
de diferencas de 12 ordem:

Qn+1 = (1 + Tn)Qn + Pn-
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Estudamos o caso mais simples desta equacao, quando r,, e p, sdo con-
stantes:

Qn+1 = (1+7)Qn + p. (18)

Esta é uma equagao linear, nao homogénea de 12 ordem. A solugao geral da
equagao homogénea é @, = C(1+ )" onde C' é uma constante arbitraria.
Supomos que r > 0. Neste caso, pelo métodos de coeficientes indetermina-
dos, sabemos que ha uma solugao particular constate @),, = K. Substituimos
isto na equacao (18) achamos K = —£. Assim a solugao geral de (18) é:

Qn :C(1+T)n*§
Exemplo 5.3 Voce precisa de dinheiro e vai pedir um empréstimo bancdrio
com juros de 2% ao més. Quer saldar a sua divida no final do sexto més e
o pagamento mdximo mensal que aguenta é de R$500,00. Qual é a maior
quantia que pode pedir emprestada?

Temos r = 0,02 e p = —500. Quer Q7 = 0 (no inicio do sétimo més a sua
divida ¢ saldada). Assim 0 = C(1,02)” + 2%, Achamos C' ~ —21.764 e
portanto @, ~ (—21.764)(1,02)™ + 25.000 e7Q1 ~ 2.800. Assim a quantia
maior que pode pedir emprestado é, R$2.800, e vai pagar um total de R$200
de juros.

Advertimos o leitor que hd uma outra equagao, usada por alguns, que
descreve a mesma situagao mas interpretada de uma maneira diferente, a
saber Sy 41 = (1 + rp41)(Sn + prn). Agora S, e a quantia no final do n-
ésimo periodos e antes da modificacao. Com r, = r e p, = p constantes, a
solugao geral é S, = C(1+r)" — %p. Para resolver o problema do exemplo
anterior exigimos Sg = 500, achamos C' =~ —22.200 e Sy ~ 3.330. Mas pela
definicao de Sp, esta quantia inclui o pagamento (ficticio) de R$500,00 que
faria antes do inicio do primeiro periodo. Assim a quantia maior que pode
pedir emprestado é Sy —500, ou seja, R$2.800, e vai pagar um total de R$200
de juros.

As duas equacdes sao equivalentes. A escolha de uma ou outra é questao
puramente de gosto pessoal.
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6 Equacoes de diferencas lineares de 22 ordem

Considere a equacao

Yn+2 + OnYn+1 + bnYn = Ggn- (19)

Supomos no resto desta segdo que b, # 0 para todo n. A maioria das
equacgoes encontrada na pratica é deste tipo. O caso contrario requer con-
sideracoes adicionais no seu tratamento.

Novamente, a solucao geral de (19) é soma de uma solugdo particular
com a solugao geral da equacao homogénea (quando g, = 0 para todo n):

Yn+2 + OnYn+1 + bnyn =0 (20)

Equacgdes de diferencas lineares homogéneas satisfazem o principio de
superposicao, isto é, se u, e v, sao duas solugoes, e o e # sao dois nimeros
quaisquer, entao y, = au, + Bv, também é solucgao.

Pelo que foi dito sobre equacoes de diferencas gerais, um solucao ¥, de
uma equacao de 22 ordem é unicamente determinada pelos valores de yg e de
Y1, que podem ser nimeros quaisquer (teorema de existéncia e unicidade).
Entao, voltando & equacdo homogénea (20), existem solugoes ¢, e ¥, que
satisfazem ¢g = 1, 1 = 0 e 19 = 0,91 = 1 respectivamente. Seja y, uma
solucao qualquer e seja wy, = Yo, +y1¥n- Pelo principio de superposicao w,
é uma solucao. Conferimos que yg = wp € y; = w1, portanto, pelo teorema
de unicidade, temos ¥, = wy,, ou seja

Yn = YoPn + Y1¥n.

Em outras palavras, qualquer solucdo e combinacao linear das duas solugdes
¢n € YP,. Mais geralmente se u,, e v, sao duas solucgoes linearmente inde-
pendentes entao a solugao geral de (20) é

Yn = ClUp + C2Uy,

onde ¢; € ¢y sa0 numeros quaisquer.

Desta forma a procura da solucao geral se reduz a procura de duas
solucoes linearmente independentes. Embora saibamos que tais solugoes
sempre existem, nao é possivel em geral exibi-las por meio de expressoes
simples. Em alguns casos particulares importantes é porém possivel fazé-
lo. Antes de tratar alguns destes casos vamos supor que por algum meio
nos ¢ dado uma solucdo u e que além disto tivemos a grande sorte de ter
un # 0 para todo m. Vamos procurar uma segunda solucao linearmente
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independente. Usaremos o método de variagdo de pardmetros. Seja y, =
ZpUy € substituimos na equacao:

Znt2Unt2 + ApZpg1Ung1 + bpzpty = 0 (21)

Seja zp41 — 2p = Wy € portanto zp41 = Wy + 2Zp € Zptps = Wntl + Zntl =
Wn41 + Wy + 2. Com isto, (21) vira

(wn—i-l + wy, + Zn)un+2 + an<wn + Zn)un—l-l + bpzpun, =0

mas os termos zpUn4+2 + an 2ptnt1 +bp2nu, = 0 sendo que u, é uma solugao.
A equacgao agora se reduz a:

(wn—i-l + wn)un—i—Z + anWplnt1 = Wny1Upso + wn(un+2 + anun-l—l) =0.

Usando de novo o fato que u, é uma solucao temos w42 + antint+1 = —bpuy,
e portanto wy1Unto — bhuyw, = 0 e a forma final da equacao para w, é:

cuja solugao geral ja sabemos é

n—1

bruy,
wa]l
k=0

Uk+2

onde ¢y é um namero qualquer. Para simplificar a notacao seja

n—1
By =[] b (22)
k=0
Assim
n—1 n—1
bpun k—0 Uk UQULUUS * * * U1 B,
50 Un+2 k=0 Wk+2 UU3 * * * Up—1UnUn+1 UpUn+1
ou seja,
By
Wy, = .
UnpUn41



onde c¢; é um namero qualquer. Finalmente

n—1

Yn = ClUp + C2Unp E

Isto é uma solucao geral da equagao homogénea obtida a partir do conhec-
imento de uma solugao particular. Colocando ¢; = 0 e ¢o = 1 obtemos uma
solucao linearmente independente da solugao original u:

(23)

onde By, é dado por (22).

O mesmo procedimento de variacao de parametros pode ser usado para
achar a solucao geral de uma equacao nao homogénea a partir do con-
hecimento de uma solucao da equagao homogénea. Nestas notas porém,
numa secao posterior, vamos resolver equacoes nao homogéneas somente
pelo método de coeficientes indeterminados.

6.1 Equacgoes lineares com coeficientes constantes

Se na sec¢ao anterior pusermos a, = a € b, = b # 0 temos uma equacdo com
coeficientes constantes:

Yn+2 T aYn+1 + byn = Ggn. (24)

Vamos primeiro procurar uma solucao da forma y, = £™ par algum nimero
& # 0 da equagao homogénea:

Ynt2 + aYns1 + byn = 0. (25)
Substituindo em (25) temos:
24 at™ 40" = 0.
Como £ # 0 podemos dividir por £" e obter:
4+ al+b=0. (26)

Assim para cada raiz da equacao quadrética (26) temos em principio uma
solucao da equacao de diferencas finitas . H4 trés casos a estudar:

1. HA duas raizes reais distintas: rq, 79, 1 % 2
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2. H4a duas raizes complexas conjugadas: p =+ iq.
3. Ha uma raiz real » de multiplicidade dois.

No caso (1) temos duas solugoes linearmente independentes u, = ] e
v, = 1y de modo que a solucao geral é:

n n
Yn = C1T1] + C2Ty

onde c¢1 e ¢y sao constantes reais arbitrarias.

No caso (2) temos duas solugoes complezas linearmente independentes,
(p+iq)" e (p —iq)". Estamos porém procurando solugoes reais. Podemos
usar o fato da equacao ser linear de modo que combinacoes lineares de
solucdes complexas com coeficientes complexas, também sdo solugoes. Assim
podemos tomar a parte real e a parte imagindira de (p+1iq)"™ para conseguir
duas solucgoes reais:

o n N n

Re (p+iq)" = (p +iq) ‘;(P—ZQ) ,

(p+iq)" — (p —iq)"
21 ’

Im(p+1iq)" =

Ha& expressoes equivalentes que na maioria dos casos sao mais convenientes.
Escrevemos a raiz p + iq na forma polar

p+ig= re'?
onde q
r=+/p?+q3 6= arctan—.
p
Agora,

(p + Z»q)n — ,r_nez'm?.
Finalmente, usando €*® = cos ¢ + i sen ¢, concluimos que

Re(p+iq)" = r"cosnb,
Im(p+iq)" = r"sennb,

de modo que no caso (2) a solucao geral da equagao de diferencgas finitas é
Yn = c17" cosnb + cor™ sennd,

onde c¢1 e ¢y sao constantes arbitrarias.
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No caso (3) temos somente uma solugao r" e devemos entdo procurar
uma outra solucao linearmente independente para formar uma base para o
espaco de solucoes. Estamos porém na situagao da segao anterior onde a
partir de uma solugdo que nunca se anula construimos uma outra. Como
(26) tem raiz r repetida, sabemos que esta equagao é

-2+ =0

portanto a = —2r e b = r? Podemos agora utilizar a formula (23). Temos
By, = r?¥ logo
Bk 7“2k -1
= =T
Upprup TR

Assim

n—1
Uy, = Uy, E rl=rPprt = e L
k=0

Como um miltiplo de uma solugao também é solucao, multiplicamos v,, por
r, obtendo nr". Logo no caso (3), a solucdo geral é

UYn = 17" + conr™

onde ¢ e ¢y sao numeros arbitrarios.
Resumindo os resultados temos a seguinte tabela:

Natureza das Raizes | Raizes Solucao geral

Reais distintas T1, T2 cirt + cory

Complexas conjugadas | re*™® | ¢1r™ cosné + cor™ sen nb

Real repetida T cr™ + conr™

6.2 O Método de Coeficientes Indeterminados

Vamos analisar primeiro o caso do termo nao homogéneo g, em (24) ser um
polinémio em n Podemos procurar uma solucao particular da mesma forma.
Seja

gn = pin™ + ppnf T 4 pon® + pin 4 po (27)
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com pg # 0 um polinémio de grau k. Suponha agora que
Un = " + g+ + @’ +an+q (28)

seja da mesma forma que o termo nao homogéneo. A equacdo (24) agora
transforma-se num sistema de equacOes lineares para os coeficientes
qo,q1,---,qk—1 0 qual na maioria dos casos tem solucao.

Os casos em que este sistema nao tem uma solugao correspondem as
equagoes para o qual 1 seja uma raiz do polinémio (26) correspondente. No
caso desta raiz nao ser repetida, y, pode ser achada tomando um polinémio
de grau k 4+ 1 com gy = 0, e no caso da raiz 1 repetida, podemos achar y,
tomando um polinémio de grau k£ + 2 com g1 = go = 0. Vejamos agora
alguns exemplos.

Exemplo 6.1
Ynt+2 — Ynt+1 + 3Yn = n2 —2n+1 (29)

Substituindo y, = an? + Bn + v no lado esquerdo de (29) e simplificando,
obtemos a seguinte equacao .

3an? + (2a+38)n+ Ba+B+3y) =n* —2n+1
Igualando os coeficientes de n?, n, e 1 dos dois lados, resulta no sistema
3a = 1
20+ 38 = —2
Ja+0B+3y = L

A solucgao deste sistema é o« = 1/3, § = —8/9, e v = 8/27 de modo que uma
solugao particular da equacao (29) é

ol 8 8
"3 9 27
Exemplo 6.2
Ynt+2 + 3Ynt1 —4yn =2n —1 (30)

Neste exemplo 1 é uma raiz nao repetida do polinémio (26). Ao tentar uma
solucao de (30) da forma y, = an + (3 chegamos a equacao 5o = 2n — 1
o que é impossivel satisfazer para todo n. Conforme o que foi dito acima
devemos procurar uma solucao da forma vy, = an? + Bn. Isto da lugar a
10an + (7Ta 4+ 56) = 2n — 1 o que é satisfeito para todo n com o« = 1/5 e
B = —12/25 de modo que uma solugdo particular de (30) é



Exemplo 6.3
Ynt2 — 2Yn+1 +Yn =n+1 (31)

Neste exemplo 1 é uma raiz repetida do polindémio (26). Ao tentar uma
solucao do tipo y, = an +  deduzimos que 0 = n + 1 o que obviamente
é absurdo. Ao tentar uma solucdo de segundo grau em n, isto é y, =
an? 4 Bn 4+~ chegamos a um outro absurdo, 2o = n+ 1. Conforme o que foi
dito acima devemos procurar uma soluciao da forma y, = an® + n? o que
leva a 6an + (6 + 23) = n+ 1 o que é satisfeito para todo n com o = 1/6
e # =0 de modo que uma solucao particular de (31) é

1
—n3,

yn:6

A regra para o caso mais geral do termo ndo homogéneo ser da forma
knPb™
é que para este termo existe uma solucao particular
Yn = q(n)b"
onde ¢(n) é um polindémio da seguinte forma:

1. Se b nao é raiz de (26), ¢g(n) tem grau p.

2. Se b é uma raiz ndo repetida de (26), g(n) tem grau p + 1 sem termo
constante.

3. Se b é uma raiz repetida de (26), g(n) tem grau p + 2 sem termo
constante e sem termo linear.

Note que caso (1) corresponde ao fator b™ nao ser uma solu¢ao da equagao
homogeénea, caso (2) corresponde ao fator b™ ser uma solu¢do mas nb"™ nao
o ser, e caso (3) a ambas estas fungoes o serem.

Exemplo 6.4
Ynt2 — Yn = n2"

Neste caso 2 ndo é raiz de A> —1 = 0, portanto existe uma solucio particular
da forma (a + n)2". Substituindo na equagao temos

(a+bB(n+2))2"2 — (a + fn)2" = n2".
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Podemos dividir por 2" o que da 4(a+ 25+ n) — (a+ Sn) = n. Resolvendo
temos a = —% eff= % Portanto

8 1
w= (o4 an)2”
v (9*3")

Exemplo 6.5
Ynt2 — 3Ynt1 + 2yn = n2"

Neste caso 2 é raiz nao repetida de A\ — 3\ + 2 = 0, portanto existe uma
solucdo particular da forma (an + n?)2". Deixamos a determinacdo de «
e (0 ao leitor.

Exemplo 6.6
Ynt2 — 4Yny1 + 4y = n2"

Neste caso 2 é raiz repetida de \> — 4\ +4 = 0, portanto existe uma solucio
particular da forma (an? 4+ n?)2". Deixamos a determinacdo de o e 3 ao
leitor.
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7 Calculo funcional de matrizes

Seja A uma matriz d X d. O cdlculo funcional associa a cada funcao f (de
uma classe bastante geral) uma “funcao da matriz” f(A) que é um nova
matriz d x d. Por exemplo e, sen A4, In A, etc.

Se f é um polindmio

f(Z) = a’nzn + CL’n,—lzn_l + -+ a222 + a1z + ap,
entdo f(A) é naturalmente dado por
f(A) = apA™ + a1 A2 4o+ A% + a1 Az + aol,

onde I é a matriz identidade dxd. Note que a uma funcao constante f(z) = ¢
associa-se a matriz cl.

Com o célculo funcional (descrito em baixo) fungoes da matriz A comportam-
se como se A fosse um nimero. Em particular temos as seguintes pro-
priedades:

1. Se h(z) = f(z) + g(2), entao h(A) = f(A) + g(A4).
2. Se h(z) = f(2)g(2), entao h(A) = f(A)g(A).
(2) = f(9(2)), entao h(A) = f(g(A))-

4. Se h(z) = limg_q f(2,2) ou h(z) = lim,, .« fn(z) entdo corresponden-
temente h(A) = lim,_, f(A,z) e h(A) = lim,,—o0 fn(A)

3. Se h(z

Por exemplo, vamos ter as seguintes identidades:

sen?(A) +cos?(A) = I,

elnA — ’
(t+h)A _ _tA
lim =5 = Ael4,
h—0 h
A
lim (I + =) = e,
n—oo n

iy, . . . (t+h)z_tz
ja que temos as identidades sen2z+cos? z = 1, e* = z, limj_.¢ g =

zel? e limy, oo (1 + Z)" = e*. Note que em particular, a terceira identidade

significa que
d
ﬁem = At (32)
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7.1 O procedimento

O procedimento para calcular f(A) é o seguinte:

1. Procure um polinémio ¢(z) tal que g(A) = 0. Pelo Teorema de Cayley
podemos sempre usar o polindomio caracteristico de A, isto é ¢(z) =
det(zI — A) que tem grau d. Se porventura sabemos de um polinémio
de grau menor que d, este seria uma escolha melhor pois resultard em
menos contas a fazer.

2. Calcule as raizes distintas A1, Ao, ..., A\x de ¢, junto com as respectivas
multiplicidades m1, ms, ..., mg. Isto quer dizer que

q(z) = c(z = A1) (2 = A)™2 -+ (2 = M) ™

onde ¢ é uma constante. Para o polindmio caracteristico, os \; sao
os autovalores de A, mas é preciso também contar quantas vezes (m;)
cada um é repetido.

3. Procure um polindémio p de grau igual ao grau de ¢ menos 1 tal que
para cada raiz \; vale

p(A1) = f(\)
) = fi()
) = ()

) = D),

Note que cada autovalor impoe m; condigoes, e portanto o nimero
total de equagdes é m; + ma + - - - + my = grauq que é exatamente o
ntumero de coeficientes de p, e portanto p é determinado unicamente.

4. Finalmente, f(A) é simplesmente p(A).

-(12)

Os autovalores desta matriz sao —1 e 2. O polinémio p é linear p(z) = az+b.

Exemplo 7.1

Entdo para achar A%%0 é necessario que
p(—1) = —a+b = (<10 =1
p(2)=2a+b = 2°%.
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2500_1 o 2500_,’_2
g eb="3

s0 220 —1/1 2\ 29042 /1 0 1 (250141 25001 _9
AT = L — =3 500 500
3 10 3 0 1 3\ 20001 250042

Para uma funcao f arbitrdria temos

Disto achamos a = e portanto

p(-1)=—a+b = f(-1)
p(2)=2a+b = f(2)

e achamos
_f@Q)—r=n) 12 f@)+2f(-1) (1 0
J(A4) = 3 1 o))" 3 0 1
Em particular para cos mA temos cos2m = 1 e cos(—m) = —1 e portanto

COSWA_g 12\ 1/10) 1/1 4
“3\10 3\0 1) 3\2 -1

Exemplo 7.2
31
=(0s)

Aqui A tem um autovalor 3 repetido. Com p(z) = az+b, para calcular f(A)
é preciso que

p(3)=3a+b = f(3)
PB)=a = f

Assim b= f(3) — 3/(3)
s=re(§ ) rue-sren( g )= (1848

Em particular,

37 n3nl In3 1
n __ _ 3 -1 _
A(O an >, lnA(O 1n3>’ A (

O Wi

Lol |
Rellg

~
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7.2 Resolvendo u, 1 = Au, e v = Av

Vamos resolver os problemas discreto e continuo

Unt1 = Auy,,  V(t) = Av(t),
ug dado v(0) dado

onde A é uma matriz d X d fixa e u e v sdo vetores com d coordenadas.
Abstratamente, pelo menos, as solucoes sao ficeis de escrever:

U, = AMuy e v(t) = e4(0).

Que este u, é solucdo do problema discreto, é imediato. Que este v(t)
é solugao da equacao diferencial segue de (32). E necessario entao poder
calcular A™ que é f(A) para f(z) = 2", e !4 que é f(A) para f(z) = e,

Exemplo 7.3 Considere a equa¢ao uny+1 = Au, onde

(1)

Os autovalores da matriz sdo 1 e 2. Procuramos um polinémio p(z) = az+b
tal que p(1) =a+b=1"=1ep(2) =2a+b=2". Achamosa=2"—1¢e
b=2-2" logo

w=een(§ 3 ) re-m (5 ) =() %)

1 32" -1

Exemplo 7.4 Considere a equagdio v'(t) = Av(t) onde

3 -4 -1
A= -3 5 1
21 =32 -7

Os autovalores de A sdo: \1 = 1, m1 = 1, Ao = 0, my = 2. Vamos
calcular e'4. Temos f (2) = €* e procuramos um polinémio quadratico
p(2) = az? + bz + c. As condigdes sio:

p0)=c = f(0)=1
P)=b = f(0)=t
p)=a+btec = f()=¢
Achamos a =e! —t—1,b=t, e c=1. Assim:

e =(et —t—1DA2+tA+T e v(t) = eo(0).
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7.3 1° atalho: matrizes diagonalizaveis

Se a matriz for diagonalizavel, ndo é necessario levar em conta a multiplici-
dade dos autovalores. Assim o procedimento seria:

1. Calcule os autovalores distintos A1, Ao, ..., Ag;

2. Procure um polinémio p de grau k£ — 1 tal que

3. De novo f(A) = p(A).

Alids, matrizes simétricas sdo diagonalizaveis, assim como matrizes com
todos seus autovalores diferentes entre si.

Exemplo 7.5

2 2 3
A= 25 6 |,
3 6 10

[

Os autovalores sao 1 e 15 (confira: qual é o autovalor duplo?). Como A
é simétrica, é diagonalizavel. Para calcular A% procure um polinémio
linear levando 1 a 1190 =1 ¢ 15 a 15'°%, Temos:

_ 151000 -1 N 15 — 151000

p@) === 14
e
2a+ 3 2a 3
A0 — pA) = 2 ba+p 6o
3a (ife} 10 +
onde
151000 -1 15 — 151000
o= g2
14 14

Note que se tivéssemos seguido a receita principal terfamos que achar um
polinémio de grau dois enquanto no presente caso um de primeiro grau é
suficiente.
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7.4 2° atalho: polin6mio minimal

O polinémio minimal de A e o polinémio ¢(2) = 2* +ap_12" 1+ - +agz® +
a1z + ap de menor grau tal que g(A) = 0. Nos casos do polinémio minimal
ser conhecido e ter grau menor que d é mais eficiente usar as raizes de ¢
com as suas multiplicidades do que usar o polinémio caracteristico. Alias,
o primeiro atalho é um caso particular deste pois o polindbmio minimal de
uma matriz diagonalizavel é (A — A1)(A—Ag) -+ (A — Ag) onde Aj, Ao, ..., g
sao os autovalores distintos.

Exemplo 7.6

S o N O
O = O =
N O OO

o o O

O polinémio minimal é (A —1)%(\ —2). Para calcular e*4 devemos achar um
polinémio de grau dois p(z) = ax? + bz + ¢ tal que p(1) = €, p/(1) = tel e
p(2) = €. Uma conta revela:
X —et(t+1)
b = e'(3t+2) — 2%

c = e —2te

e assim et = a A% + bA + cI.
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8 Autovetores de matrizes 2 x 2 (atalhos)

Para achar os autovetores de uma matriz, é necessario primeiro achar as
raizes do polinémio caracteristico p(\) = det(Al — A), e depois para cada
raiz A achar uma base para as solugoes do sistema

(A= X)v =0. (33)

Para matrizes 2 X 2 nao hé necessidade de resolver sistemas, pois as solugoes
podem ser determinados de uma maneira bem mais rapida.
Seja A uma matriz 2 x 2. O polinémio caracteristico é dado por

p(A) = A2 — Tr(A)\ + det(A) (34)

=55

p(A) =22 —X—2

Podemos ver a verdade de (34) fazendo a conta simples

Exemplo 8.1

Temos

a—A b _\2
det( . d—)\>_)\ — (a4 d)X + (ad — bc)

No caso do Exemplo (8.1) os autovalores entao sao —1 e 2.

Note que Equacao (33) diz que v é ortogonal a cada linha de A — AI.
Ora, se (a,b) é um vetor no plano, entdao (—b,a) (ou (b, —a)) é um vetor
ortogonal. Portanto temos o seguinte atalho:

Para calcular um autovetor de uma matriz A 2 X 2, correspon-

dente a um autovalor A, calcule A — M, escolha uma linha nao
nula, troque as componentes e o sinal de um deles.

Para a matriz do Exemplo (8.1) consider o autovalor —1. Temos

) 5
-5, %)

Logo um autovetor correspondente é (5, —5). J& que qualquer multiplo de
um autovetor também é autovetor podemos escolher (1, —1).

Se a matriz tem um outro autovalor diferente, podemos usar o mesmo
método, mas aqui temos outro atalho:!

!Este atalho for descoberto, durante a aula, por Bianca Santori, ex-aluna da
Matematica da PUC.
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Um autovetor correspondente ao outro autovalor de A, se este
existir, é qualquer coluna ndo nula de A — A\I.

No nosso exemplo entao um autovetor que corresponde ao autovalor 2 seria
(5, —2).

Exemplo 8.2

(1)

As raizes do polinémio caracteristico sao A\ = 1 — V3 e Xa =1++/3. Temos

()

portanto v; = (v/3,—1) e vy = (1/3,1) sdo autovetores correspondentes.

Para entender porque o segundo atalho funciona, sejam A; e A9 dois
autovalores distintos da matriz A 2 x 2. O polinémio caracteristico de A é
(A= A1)(A = X2) e portanto (A — A\ T)(A — AoI) = 0 mas esta equagao diz
que cada coluna de (A — A\ol) é anulada por (A — A1), ou seja, cada tal
coluna que seja nao nula, é autovetor de A com autovalor A;.
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9 Fracoes Parciais

Por fracoes parciais entende-se um método de reescrever a reciproca de um
produto de polindomios em termos de uma soma de razdes de polinémios, o
que ¢ muito util em varios tipos de conta. O fato principal é o seguinte:

Sejam p1,pa, ..., pn polindémios que ndo possuem raizes em comum, isto
é, uma raiz de qualquer um dos polinémios nao é raiz de nenhum dos outros.
Ent&o é possivel escrever, de uma maneira tnica,

1
@ @ 0

— = (35)
pip2 - Pn b1 b2 DPn

onde cada ¢; ¢ um polindmio cujo grau é menor que o grau de p;.
Nao vamos demonstrar esta afirmacao, so ilustrar com alguns exemplos:

Exemplo 9.1

1
z(x—1)(z + 2)

Aqui p1(x) = x com raiz 0, pa(x) = x — 1 com raiz 1, e ps(x) =z + 2 com
raiz —2. FEstes polinomios nao tém raizes em comum, logo

1 A B C

x(x—1)(z +2) a:+x—1+x—|—2

(36)

para alguns numeros A, B, e C.

Para achar estes niimeros combinamos os trés termos do lado direito de (36)
utilizando um denominador comum.

1 A(x —1)(x+2)+ Bzx(z+2) + Cx(z — 1)

x(z —1)(x +2) z(x—1)(z+2)

Para que isto seja verdade para todo x é necessario que
Alx —1)(z+2)+ Bx(z+2)+Cx(x —1) =1 (37)

H4 véarias maneiras de resolver (37) para os nimeros A, B, e C. A primeira,
é igualar os coeficientes de cada poténcia de z dos dois lados. Isto da:

Coef. dez2: A+ B+C=0
Coef. dex: A+2B-C=0
Coef. de 1: —24=1
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A solucao deste sistema é A = —%, B = %, C = %.

Isto demonstra que, de fato, os numeros A, B, e C' existem tal que (37)
é verdadeira para todo x, mas este procedimento nao é de longe o método
mais eficiente de acha-los. O método mais réapido é substituir em (37) cada
uma das raizes dos polinémios em questao. Estas raizes sao 0, 1, e —2.
Substituindo x = 0 obtemos —2A = 1 ou seja A = —%, substituindo x = 1
obtemos 3B = 1, ou seja, B = %, e substituindo x = —2 obtemos 6C = 1 ou
seja C' = é. Note que ao substituir uma raiz, somente um dos trés termos é
diferente de zero e portanto o coeficiente desejado A, B, ou C é determinado
imediatamente. Assim temos

1 11 1 1

1 1
z(zx—1)(z+2) __§x+3x—1+6x+2

Exemplo 9.2

1
(x 4+ 1)(2? — 4z + 4)

Aquipi = x4+ 1 com raiz —1, e py = 2 + 4z + 4 com raiz 2 repetida.

Temos
1 A Bx + C

(x+1)(2? — 4z + 4) x+1+x2—4x+4

e dai a equacao

Alx? — 4z +4)+(Bx +C)(z +1) =1
%, substituindo = = 2
temos 6B + 3C = 1. Com isto nao temos equacgoes suficientes para achar
os trés nimeros pois uma das raizes é repetida. Para conseguir mais uma
equagao podemos ou substituir um outro nimero qualquer na equagao, ou
recorrer a igualar coeficientes de poténcia de x dos dois lados. Igualando as
poténcias de 22 temos A+B = 0. Logo B = —% e finalmente de 6 B+3C =1
concluimos que C' = %. Assim

Substituindo x = —1 temos 94 = 1 ou seja A =

1
(x +1)(22 — 4o+ 4)

1 1 T—5

r+1 922 —4x+4

_1
9

Exemplo 9.3

(x —1)(2? — 4z + 3)
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Aqui py(z) =z —1 tem raiz 1 e pa(z) = 22 — 4z + 3 tem raizes 1 e 3. Neste
caso os dois polinomios tem raizes em comum e € impossivel escrever
1 A Bx+C

- T well
(x —1)(2% — 42+ 3) $—1+$2—4x+3 (Impossivel!)

(tente fazer e descubra a contradi¢do).

Para proceder neste caso escrevemos (z — 1)(2? — 3z +2) = (z — 1)%(x — 3)
e portanto

1 1 Az + B C

G- —d2+3) (@—12@—3) (@—12 z-3

o que implica (Az+B)(z—3)+C(x—1)? = 1. Com x = 1 temos —2(A+B) =
1, com z = 3 temos 4C = 1 e igualando os coeficientes de z2 temos A+C = 0.
A solugao é A = —%, B= —i, eC = i e portanto

1 1 1 z+1

1 1
@—D?—4r+3) (@—12@—3) 4@—12 4z-3

E um fato que qualquer expressao da forma

onde ¢(x) é um polinomio de grau menor que p pode ser escrito na forma
alternativa
x A A A A, A
CI(): 1 22+ 334_'”_’_ pl_l P
(x—=r)p x—r (z-—r) (x—7) (x—r)P (x —r)P

onde os A; sao constantes. Portanto temos alternativamente

A B c
@—12@—3) ao-1 (@=12 2-3

Procedendo como antes achamos

1 1 1

v o1 1
(z—-1)2(z-3) 4z—-1 2(x—-1)2 4z-3

Como tltimo exemplo considere
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Exemplo 9.4

1
x(z? — 224 5)

aqui p1 = x com 1aiz 0 e py = 2 — 2x + 5 com raizes complexas 1 + 2i.

Temos

1 A Bx+C

z(z? — 224 5) x+x2—2x+5
e portanto A(z? — 2z + 5) + (Bx + C)z = 1. Com z = 0 achamos 54 = 1
com z = 1+ 2i achamos (B(1 + 2i) + C)(1 + 2i) = 1. Para que isto seja
verdade, a parte real e imagindria dos dois lados tém que ser iguais (B e
C' s@o numeros reais). Isto resulta em —3B + C =1 e 4B + 2C = 0 cuja
solucao é: B = —% e(C = % Finalmente

1 111 z-2
r(x2 —2r+5) 5x 5a2—-22+5
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