MAT1154
ANALISE QUALITATIVA DE PONTOS DE EQUILIBRIO DE
SISTEMAS NAO-LINEARES

VERSAO 1.0.2

REsuMO. Este texto resume e complementa alguns assuntos dos Capi-
tulo 9 do Boyce-DiPrima.

1. SISTEMAS AUTONOMOS DE 1* ORDEM

Um sistema de EDO’s de 1% ordem de dimensao n é um sistema da forma

dxl

E = Fl(xl, - ,xn,t)

dx

7; - Fn(xl, PR ,xn,t)
Uma solugao do sistema é um conjunto de fungdes 1 = x1(t), ..., z, = x,(t)
que satisfaz identicamente as equagoes acima. Impostas condig¢Oes iniciais
x1(to) = a1, ..., xp(to) = a, fica determinada uma tnica solugao (salvo em
casos patologicos raros).

O sistema é chamado autdénomo se as funcoes Fi,..., F, acima nao de-

pendem da variavel ¢. Neste caso o sistema pode ser reescrito como

d:L‘l

E = Fl(f]_, e ,xn)
(1) »
Tn
% = Fn($1a e 75L'n)
Observagao 1. Uma propriedade dos sistemas auténomos é a seguinte: se (z1(t),...,zn(t))
é solugao, entdo a translagao temporal (z1(t —to),...,zn(t — to)) também é solugdo.

Observagao 2. Um sistema de EDO’s auténomo ou nao e de ordem qualquer pode ser
reduzido a um sistema autonomo de 1* ordem através da introdugao de variaveis extras —
veja exemplos em uma planilha de Maple.

Os sistemas autdénomos de 1* ordem tém a vantagem de poder ser re-
presentados geometricamente (pelo menos em dimensoes até 3) através de
campos de vetores — veja exemplos em uma planilha de Maple.

Date: 25 de Maio de 2011.
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2. PONTOS DE EQUILIBRIO: ALGUNS TIPOS ESPECIAIS

Em toda esta se¢ao vamos considerar um sistema auténomo geral da forma
(1).

Dizemos que a lista de valores (ai,...,a,) ¢ um ponto de equilibrio’ do
sistema se as fungoes constantes

z1(t) = a1, ,xo(t) =az2, ,..., z(t)=ay,
formam uma solugdo do sistema. Isto é equivalente a pedir que

Fl(ala"'aan)zo

F.(a,...,a,) =0

Suponha que (ay,...,a,) é um ponto de equilibrio, e (x1(t),...,z,(t))
é uma solucao do sistema. Dizemos que a solugdo converge ao ponto de
equilibrio no futuro se

im0 =, sl alt) = an

Dizemos que a solu¢do converge ao ponto de equilibrio no passado se

llm l‘l(t) :al’ ge ey hm xn(t) = Qp.
t——o00 t——o00

Observacao 3. E claro que se uma solucéo converge no futuro ou no passado a um ponto
(com coordenadas finitas) entao este ponto deve ser de equilibrio. ..

Vamos definir alguns tipos especiais de pontos de equilibrio:

1. ponto de equilibrio tipo atrator?;
2. ponto de equilibrio tipo repulsor;
3. ponto de equilibrio tipo sela;

4. ponto de equilibrio tipo centro.

Adverténcia: nem todo ponto de equilibrio se enquadra em um desses
tipos; porém na maioria dos exemplo praticos caimos em um desses casos.

2.1. Atratores e repulsores. Um ponto de equilibrio (a1, ..., ay) seré cha-
mado atrator se a seguinte situagao ocorrer: para todo ponto (b1, by) su-
ficientemente proximo de (ay, ..., ay) a solucao (z1(t),...,z,(t)) do 51stema
que satisfaz as condicoes inicials 21(0) = by, ..., x,(0 ) b, converge ao
ponto (ai,...,a,) no futuro.

Um ponto de equilibrio é chamado repulsor se vale a condi¢ao anéloga
trocando “futuro” por “passado”.
Exemplo 1. Péndulo com atrito — ver planilha de Maple; ver também pag. 388, 398-399
do Boyce-DiPrima.

Os pontos da forma (0, k7) com k inteiro par sdo atratores. Isso é facil de justificar
fisicamente.

1BoycefDiPrimau chamam isto de ponto critico.
2também chamado assintoticamente estdvel ou po¢o
3também chamado fonte
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Observagao 4. Um ponto de equilibrio atrator pode ser do “tipo espiral” ou nao...Nao
nos preocuparemos com esta distingao.

Observagao 5. Dado um ponto de equilibrio atrator a, o conjunto das condig¢Ges iniciais
cujas solugdes convergem para o a no futuro é chamado bacia de atragido do ponto a. Veja
um exemplo na pagina 399 do livro.

2.2. Selas. O conceito de sela é um pouco mais complicado e serd dado
apenas apenas em dimensao n = 2.

Um ponto de equilibrio a = (a1, a2) é chamado sela se a seguinte situa-
¢Ao ocorrer: existem duas curvas 1, 2 no plano x1zs que se intersectam?
transversalmente (isto ¢, formando angulo nao-nulo) no ponto a tais que:

e toda solugao do sistema que passa por um ponto de ~y; converge a a
no futuro (e reciprocamente, se uma solugao converge a a no futuro
entdo ela passa por 71);

e toda solucao do sistema que passa por um ponto de 75 converge a a no
passado (e reciprocamente, se uma solugao converge a a no passado
entdo ela passa por ¥2).

Exemplo 2. Péndulo com atrito — ver planilha de Maple; ver também pag. 388, 398-399
do Boyce-DiPrima.

Os pontos da forma (0, k7) com k inteiro impar sao selas. Isso é facil de justificar
fisicamente.

2.3. Centros. Lembre que uma funcao f(¢) é chamada periddica se existe
uma constante 7' > 0 (chamada periodo) tal que f(t 4+ 1) = f(t) para todo
t. (Note que o periodo néo ¢é tnico: 27, 3T, ...também sdo periodos).

Uma soluc¢do (x1(t),...,x,(t)) de um sistema de EDO’s serd chamada
de periddica se todas as fungoes x1(t), ..., x,(t) sdo periddicas e tém um
periodo comum 7,

Os pontos de equilibrio do tipo centro s6 sao definidos em dimensao 2.

Um ponto de equilibrio (a1, az) serd chamado de tipo centro se a seguinte
situagao ocorrer: para todo ponto (b1, by) suficientemente proximo de (a1, az)
a solucao (z1(t), z2(t)) do sistema que satisfaz as condigoes iniciais x1(0) =
bi, ..., 2p(0) = by, & periddica (mas nao constante).

Exemplo 3. Péndulo sem atrito — ver planilha de Maple; ver também pag. 388.

Os pontos da forma (0,kw) com k inteiro par sdo centros. Isso é facil de justificar
fisicamente (conservacao da energia).

Adverténcia: Os perfodos das diversas solucdes ndo siao os mesmos.”> A maneira mais
simples de ver isso é considerar uma solugdo que parte da condigéo inicial («,0) onde « é
menor mas muuuuito préximo a m, e ver que o periodo desta solugdo serd grande. Uma
formula geral para o periodo é dada no Exerc. 29 do § 3.3 do B-DiP.

3. DETERMINANDO O TIPO DE UM PONTO DE EQUILIBRIO

**Revisar o caso linear.**

Yntersectar: Ter interse¢@o nao-vazia; cruzar. (Do inglés intersect).
5Dizemos que o péndulo sem atrito ndo é isdcrono. Ja o sistema massa-mola sem atrito
é isdcrono.
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Suponha que (ai,...,a,) € um ponto de equilibrio de um sistema auto-

nomo da forma (1).

3.1. Usando a matriz jacobiana: Atratores, repulsores e selas. Uma
maneira de tentar determinar o tipo do ponto de equilibrio é usando a cha-
mada matriz jacobiana do sistema nesse ponto:

8F1 8Fl

8—331(&1,...,@,1) &En(al,...,an)
J =

OF,, 0F,

a—xl(al,...,an) 6xn(a1,...,an)

Teorema. Suponha que J é a matriz jacobiana do sistema (1) em um ponto
de equilibrio fizado. Entdo

1. Se todos os autovalores de J tém parte real negativa entdo o ponto de
equilibrio € atrator.

2. Se todos os autovalores de J tém parte real positiva entdo o ponto de
equilibrio € repulsor.

3. Supondo que a dimensdo n € 2, se um autovalor de J for negativo e o
outro for positivo entdo o ponto de equilibrio € sela.

**Pseudo-explicacao: dominancia da parte linear. .. **

Se algum autovalor tiver parte real zero (isto é, for zero ou imaginario
puro) entdo a determinagao do tipo de equilibrio é mais delicada e depende
de outras informagoes que nao apenas a matriz J.

Observagao 6. Uma maneira ttil de descobrir se estamos em algum dos casos do teorema
sem necessariamente calcular os autovalores é a seguinte:

e Calcule o determinante de J; se for negativo entao necessariamente um autovalor
é positivo e o outro é negativo (e pelo Teorema o ponto é sela).
e Se o determinante for positivo entao calcule o trago de J. Af:
— Se o trago é negativo entdo necessariamente os autovalores tém ambos parte
real negativa (e pelo Teorema o ponto é atrator).
Se o trago é positivo entdo necessariamente os autovalores tém ambos parte
real positiva (e pelo Teorema o ponto é repulsor).

Exercicio: Prove que isto esta correto!
Exemplo 4. Resolver os exercicios do § 9.3 do B-DiP.
Exemplo 5. Espécies em competicao: § 9.4 do B-DiP.

3.2. Centros. Se os autovalores de J sao imaginérios puros entao o ponto e
equilibrio tem chance de ser centro. .. Porém isso depende de outras coisas.

Vamos considerar o sistema da forma (1) com n = 2; para simplificar a
escrita, vamos trocar x1, xa, Fy, Fb por z, y, F, G, respectivamente, de
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modo que o sistema fica:

dx

a = F(.Z',y)
(2) ;

vy _

E - G(l’,y)

Seja (z(t),y(t)) uma solugao fixada do sistema acima. Suponha que, por
muita sorte, podemos isolar ¢ em funcao de x; ai substituindo na expressao
de y temos y como fun¢do de x. Neste caso, a fungao y = y(x) sera solucao
da seguinte EDO:

dy _ G(z,y)
dr  F(x,y)
Essa EDO pode ser reescrita como:
dy
G — F(z,y)-— =0.
(@,y) = Fa,y) - -~
Lembre (da matéria da P1) que a equagao acima é chamada ezata se
0G  O(—F)
(3) T2
oy ox
Nesse caso, podemos encontrar® uma funcéo ®(z,y) tal que
0P
= _a
@ Ox
4
0P
T _F
Jy

e as solugoes da EDO serao dadas em forma implicita como ®(z,y) = c¢. As
trajetorias das solugoes do sistema (2) ficam contidas nas curvas de nivel da
funcao ®.

Esta discussao serve para motivar o seguinte resultado geral:

Teorema. Se uma fungao ®(x,y) satisfaz as relagoes (4) entao a trajetoria
de qualquer solug¢ao do sistema (2) ficam contidas em uma curva de nivel da
funcao .

Em outras palavras, a quantidade ®(x,y) é conservada. Dizemos que
encontramos uma lei de conservacao do sistema.
Demonstracao. Regra da cadeia ... ([
Exemplo 6. Pag. 391 (final § 9.2) do B-DiP.

Exemplo 7. Péndulo sem atrito:
dz
dt
dy
dt

= —w?sinz

6localmente
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O ponto (0,0) é de equilibrio, e os autovalores da jacobiana sdo imaginarios puros; este
é um caso onde o Teorema anterior nao consegue decidir o tipo do ponto de equilibrio.
Porém, ja tinhamos visto de consideragoes fisicas que o ponto de equilibrio era do tipo
centro.

Note que o sistemas passa no teste (3): 0 = 0. Fazendo as contas, conseguimos encon-

trar uma fungao conservada ®(z,y) = w?cosz + % Obs: Esta func¢do nada mais é do
que um multiplo da energia total (potencial + cinética).

Parece claro que se um ponto é do tipo centro entao deve haver uma
quantidade” conservada. Assim, estabelecemos a seguinte:

Regra. Suponha que:

e q matriz jacobiana do sistema em um ponto de equilibrio tem autova-
lores tmagindrios puros;
e 0 sistema tem uma let de conservagao.
Entao o ponto de equilibrio € do tipo centro.

Exemplo 8. Sistema predador—presa: § 9.5 do B-DiP.

Observagao 7. A existéncia de ponto de equilibrio do tipo sela ndo impede a existéncia
de uma lei de conservagao. (Isto pode ser visto no exemplo do péndulo sem atrito.)

Porém dado um ponto de equilibrio atrator ou repulsor, nao pode existir nenhuma lei de
conservagao nao-trivial. (Mais precisamente, qualquer fungao conservada serd constante
ao redor do ponto de equilibrio.)

Observacao 8. E possivel que o sistema tenha uma lei de conservacio mesmo falhando o
teste (3) (veja os exemplo no final do § 2.6 do B-DiP). O que acontece é que se o sistema
passar no teste (3) entédo uma lei de conservagdo existe e é facil de ser encontrada.

"n&o-constante



