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45. Sejam A e B matrizes semelhantes. Prove que as mul-
tiplicidades algébricas dos autovalores de A e de B sdo
igua’is.

46. Sejam A e B matrizes semelhantes. Prove que as mul-
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té aqui, o Unico método que temos para o
Acélculo de autovalores de uma matriz €

achar as solu¢bes da sua equagdo carac-
teristica. No entanto, esse método enfrenta varios
problemas que o tornam praticivel somente em
um numero pequeno de exemplos. O primeiro
problema € que ele depende do célculo de um de-
terminante, o que, para matrizes grandes, é um
processo muito demorado. O segundo problema é
que a equagao caracteristica € uma equacao poli-
nomial, e ndo existem férmulas para determinar as
solucdes de equacdes polinomiais de grau maior
do que 4 (equacoes dos graus 2, 3 e 4 podem ser
solucionadas utilizando a férmula quadratica e
suas analogas). Assim, somos for¢ados a encontrar
valores aproximados para os autovalores na maio-
ria dos problemas praticos. Infelizmente, métodos
para a determinacdo de raizes aproximadas de

tiplicidades geométricas dos autovalores de A e de B
iguais. (Sugestdo: mostre que, se B = P"'AP, entéo
autovetor de B tem a forma P ~'v para algum autovetor
de A.)

Em 1824, o matematico noruegués Niels Henrik A
(1802-1829) provou que uma equagao polinomial
genérica do quinto grau (uma qiintica) nao é solivel
por radicais — ou seja, nao ha férmula que determine
suas solugdes e que empregue somente as opera
de adigao, subtragao, multiplicagao, divisao e extragio
de raizes n-ésimas. Em um artigo escrito em 1830 &
publicado postumamente em [846, o matematico
francés Evariste Galois (1811-1832) fez uma teoria
mais completa que estabeleceu condigoes sob as quais
uma equagao polinomial arbitraria pode ser sol(vel
por radicais. O trabalho de Galois foi o instrumento
que estabeleceu o ramo da algebra chamado de teoria |
de grupos; sua propria abordagem das equacoes poli- |
nomiais € hoje conhecida como teoria de Galois. |

uma equacdo polinomial ndo sdo em geral confidveis por ndao garantirem uma margem de erro desejavel.
Tomaremos um outro caminho para contornar as dificuldades com os polindmios caracteristicos. Vamos

primeiro aproximar autovetores e depois usa-los para encontrar seus correspondentes autovalores. Nesta

secdo, vamos explorar algumas variacdes de um desses métodos baseado em uma técnica iterativa simples.

O Método da Poténcia

O método da poténcia se aplica a matrizes nXn que tenham um autovalor deminante Ay, ou seja, um auto-
valor cujo valor absoluto seja maior que todos os outros autovalores. Por exemplo, se uma matriz tem autovalores

-4,-3,1e 3, entdo —4 é o autovalor dominante, jad que 4 = | -4| > | -3| = 3| =

autovalores —4, -3, 3 e 4 nao tem autovalor dominante.

[1]. Por outro lado, uma matriz com

O método da poténcia procede de forma iterativa para produzir uma seqiiéncia de escalares que con-
verge para A; e uma seqiiéncia de vetores que converge para o autovetor correspondente vy, 0 autovetor
dominante. Por simplicidade, vamos assumir que a matriz A é diagonalizavel. O Teorema seguinte fornece a

base para o método da poténcia.

& TEOREMA |

Seja A uma matriz nXn diagonalizdvel com autovalor dominante A;. Entdo, existe um vetor X
ndo nulo tal que a seqiiéncia de vetores x; definida por

X = Axo, X; = Axl, X; = AX2, eini e

tende a um autovetor dominante de A.

X = Axk_l,...
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DEMONSTRACAOQ: Vamos considerar que os autovalores de A foram indexados de maneira a termos

|A1| >3 |A2| = |’\3[ == |"\n|

Sejam vy, v, . .. ,v, os autovetores correspondentes. Como vy, v, . . ., v, sdo linearmente inde-
pendentes (por qué?), eles formam uma base do R". Conseqiientemente, podemos escrever x;,
como uma combinagao linear desses autovetores — digamos,

=0Vt +0 + Cy¥y

as x) = Ax, Xy = Ax; = A(Ax() = A%x¢, X3 = Axy = A(A%x() = A’xy, e, de forma geral,

x, = A*x, para k=1

Como vimos no Exemplo 4 de Secdo 4.4,

A*xg = cAfvy + Ak, + -+ Ak,

k ‘\2 k )‘n &
=Afl ev + ¢, % b e el X v, (1)
nde utilizamos o fato de que A; # 0.

- O fato de A ser o autovalor dominante significa que cada uma das fragdes Ay/A;, A3/Ap, ..., A,/A; é

nenor que 1 em valor absoluto. Assim,
)G G
A ' A o A

ma seqiiéncia que tende a zero quando k — oo, Dai segue que

x;, = A*x;— Afe,v; quando k — o0 )

omo A; # 0 e v; # 0, X, se aproxima de um multiplo ndo nulo de v, (ou seja, de um autovetor correspon-
ente a Ay), se c; # 0. (Essa € a condigao imposta sobre o vetor x; inicial: ele deve ter uma componente c; na
recdo do autovetor dominante vy.) @

MPLO |  Encontre uma seqiiéncia que aproxime o autovetor dominante de A = [1 1} utilizando o
iétodo do Teorema 1.

DLUCAO: Tomaremos como vetor inicial x, = L})

w= = [ ol - L3
w-an=[ ofl2)-[3]

~ Continuamos, dessa maneira, para obter os valores de x; da Tabela 1.
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Tabela |

€ 0 L8 6 7 8
o 0 1 Y P Y I e I A R
* lol l2] [2) le) lwo] [22] |42) [8] [170]
n - 050 150 083 110 09 102 09 101
Lk - 100 300 167 220 191 205 198 201

A Figura 1 mostra o que estd acontecendo geometricamente. Sabemos que o auto-subespago cor
==  respondente ao autovetor dominante terd dimensao igual a 1. (Por qué? Veja o Exercicio 46.) Portanto,
ele sera representado por uma reta que passa pela origem, no plano R2. Alguns dos x; iniciais d
processo de iteracdo sdo mostrados, juntamente com as direcoes que eles determinam. Ap:
rentemente, a iteragido funciona como se os x; estivessem convergindo para a reta cujo vetor direto

-

e

1 s . a
i I Para confirmar que esse é o autovetor dominante que procuramos, basta observar que a razioy

entre a primeira e a segunda componente do vetor x; vai ficando muito perto de 1 a medida que k au
menta. A segunda linha da Tabela 1 fornece esses valores, onde se pode ver, claramente, que ry estd d

. p . 1
fato se aproximando de 1. Deduzimos, assim, que [1

] € um autovetor dominante de A.

Uma vez que encontramos um autovetor dominante, como podemos encontrar o correspondente au
valor dominante? Uma maneira de fazé-lo € observando que, se um x; ¢ aproximadamente um autove
dominante de A correspondente ao autovalor dominante Aj, entdo

X = Ax, = Ajxg

Dai segue que a razdo /; entre a primeira componente de X, € a de x; ird se aproximar de A; a medida q
k aumentar. A Tabela 1 fornece os valores de /;; vocé pode ver que eles se aproximam de 2, que € o autovalor
dominante. L/

O método do Exemplo 1 tem um sendo: as componentes dos x; obtidos na itera¢ao viram rapidamente
nimeros muito grandes, o que pode ocasionar erros significativos ao final do processo. Para evitar esse pro-
blema, podemos multiplicar, a cada passo da iteracdo, o vetor obtido por algum escalar que reduza a magni-
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de de suas componentes. Como miiltiplos escalares dos x; ainda irdo convergir para um autovetor domi-
nte, a estratégia € aceitavel. Existem varias maneiras de proceder nesse caso. Uma possibilidade é normalizar
da x;, dividindo-os por ||x;|| (isto €, fazendo cada vetor obtido na iteragéo ficar unitdrio). Um método mais
il - e 0 que iremos utilizar - € fazer a divisdo de cada um dos x; pela sua componente de maior valor abso-
0, para que a maior componente fique igual a 1. Esse é o método chamado de mudanca de escala. Assim,
my denota a componente de x; de maior valor absoluto, substituimos x; por y; = (1/m1,)xy.

llustraremos esse método com célculos sobre o Exemplo 1. Para X, ndo ha nada a fazer, ja que mj = 1. Logo,

1
Yo = Xp = [0}

leulamos agora x, = B] como antes, mas fazendo uma mudanga de escala na qual m; = 2, para obter
=)= G)lal -7
BN \2lE] Tl
partir daqui os cdlculos mudam. Tomamos

e an=[3 %= 2]

e, com a mudanca de escala, torna-se

préximos calculos estao resumidos na Tabela 2.

Y e I & .
Pode-se ver claramente que a seqiiéncia de vetores y, converge para L } que € um autovetor dominante.
ém disso, a seqiiéncia de escalares m; converge para o correspondente autovalor dominante A; = 2.

ela 2

] 0 1 2 3 4 5 6 1 8
'- [1,5} [1,67} [1,83} [1,95} ll,%] {1,99}
1 2 1,67 1,91 2 1,98

] s G ] A

" 1 2 15 ;. 1,83 2 1,95 2 199

Resumimos a seguir os procedimentos do chamado método da poténcia.

O METODO DA POTENCIA
Considere A como uma matriz n Xn diagonalizavel com um autovalor dominante A;.

L. Seja xg = yp um vetor inicial do R” cuja maior componente é 1.
2. Repita os seguintes passos para k=1, 2, ...:
(a) Calcule x; = Axy_;.
(b) Seja my a componente de x; com maior valor absoluto.
(C) SCj& Yi = (Umk)xk.

Para a maioria das escolhas de X, ;. converge para o autovalor dominante A;, e yj converge
para um autovetor dominante.





