P2 de Algebra Linear I — 2005.1
3 de maio de 2005

1) Considere a base 8 = {uy, uz, uz} de R3.
(1.a) Prove que
Y= {Ul + U, Uy + usz, Uz + Ug}

é uma base de R3.

(1.b) Considere um vetor w cujas coordenadas na base [ sdo (w)z =
(1,2,3). Determine as coordenadas (w)., do vetor w na base 7.

(1.c) Considere agora a base de R?
a={(1,2,3),(1,1,1),(a,b,c)}.

Sabendo que as coordenadas do vetor (1,4,9) na base « sao (1,2,2)
determine a, b e c.

(1.d) Considere os vetores
v =(2,-1,0),  w=(201), wv3=1(0,1,1),
vy =(4,-2,0), v5=1(2,2,3), ws=(1,1,a).

Determine o valor de a no vetor vg para que os vetores vy, vg, U3, Vg, Us
e vg gerem um plano 7. Determine a equacao cartesiana de 7.

Resposta:

(1.a) Como trés vetores linearmente independentes de R? formam uma base,
é suficiente verificar que os vetores (u; +usg), (u1 +us) e (u2 +u3) sao linear-
mente independentes. Considere uma combinacao linear deste vetores dando
o vetor nulo,

o1 (uy + ug) + o9 (ug + uz) + o3 (ug + uz) = 0.



Devemos ver que o1, 05 € 03 sao necessariamente nulos. A combinacao linear
acima pode ser escrita como

(0'1 + 0'2) Uy + (0'1 + 0'3) Ug + (0'2 + 0'3) Uus = 0.
Como os vetores u1, us e uz sao linearmente independentes, necessariamnete,
o14+09=0, o1+03=0, o09+03=0.

Portanto
09 = —01, 03 = —O01.

Substituindo na ultima equacao temos que
—2 g1 = O, g1 = 0.

Logo,
o1 =09 =03 =0.

Portanto, os vetores (u; + us), (u1 + ug) e (ug + u3) sdo Li. e v é uma base
de R3.

(1.b) Sejam (a, b, c) as coordenadas de w na base 7, isto é,

w =a(uy +ug) +b(uy +us) + c(ug +us) =
= (a+b)ui + (a+c)us+ (b+c) us.

Por outra parte, como as coordenadas de w na base [ sao (1,2, 3), temos
w = (1)u; + (2) ug + (3) us.
Portanto, pela unicidade de coordenadas em uma base,

l=a+b, 2=a+c¢, 3=b+c

Logo,
l=c—0b, 3=c+b,
portanto,
2c=4, ¢c=2, b=1, a=0
Logo,



(1.c) Pela definicao de coordenadas em uma base, temos
(1,4,9)=1(1,2,3)+2(1,1,1) + 2 (a, b, c).

Logo
1=14+24+2a, a=-1,
4=24+242b b=0,
9=3+2+2c, c=2.

Logo as coordenadas sao (—1,0,2).

(1.d) Os vetores vy e vy s@o linearmente independentes. Portanto geram um
plano 7 cujo vetor normal n é seu produto vetorial:

i j k
n=(2,-1,0)x(2,0,1)={2 -1 0|=(-1,-2,2).
2 0 1

Portanto,
mix+2y—2z=0.

Veja que os vetores vz, vy e vs verificam a equagao do plano w. Portanto,

v1,...,05 tambeém geram o plano 7. Finalmente, devemos escolher a de
forma que vg pertence ao plano 7 (caso contrario os vetores vy, ..., Vg gera-
riam R3):

142—-2a=0, a=3/2

2) Considere o vetor w = (1,2,1) de R? e a transformagao linear
M:R? — R?, M(u) =u x w.
(2.a) Determine a matriz [M| de M na base canonica.
(2.b) Determine o subespago imagem de M, isto é,

im (M) = {u € R? tal que existe v € R? tal que M(v) = u}.



(2.c) Determine o conjunto v de vetores que verifica

M(v) = (1,-1,1).

(2.d) Estude se M possui (transformagao linear) inversa. Em caso afirma-
tivo, determine [M]~1.

Resposta:
(2.a) Temos,

k
M(z,y,2z) = (z,y,2) x (1,2,1) = z | =
1

= R e

J
Y
2
=(y—2z,—c+22x—1y).
Portanto,
M@i) =(0,-1,2), M) =(1,0,—-1), M(k)=(-2,1,0).

Logo a matriz de M é

(2.b) O subespago im (M) é gerado pelos vetores M (i), M(j) e M (k). Todos
estes vetores sao (por defini¢ao de M) ortogonais a (1,2, 1). Portanto, como
M(i) e M(j) s@o Li., estes vetores geram um plano, no caso o plano 7 de
vetor normal (1,2,1). Como M (k) pertence a dito plano, temos

im(M)=nm:2+4+2y+2=0.
(2.c) Devemos resolver o sistema
M(z,y,x)=(y—2z,—x+ 2,22 —y) = (1,—1,1).

Portanto,
y=14+2z y=—-14+22 x=1+z2.



Veja agora que a equacao —x + 2z = —1 decorre das outras. Portanto, escol-
hendo z como parametro temos:

(I+t,14+2t,t)=(1,1,0)+1¢(1,2,1), teR.
Observe que

M((1,1,0) +¢(1,2,1)) = M((1

(2.d) A transformacdo M nao possui inversa. V. pode ver isto de varias
formas (equivalentes)

e M nao é sobrejetora: sua imagem é um plano e nao R3.

e M nao é injetora: existe v # 0 (por exemplo (1,2, 1)) tal que M(v) =0
(ou pode usar o item anterior).

e O determinante da matriz de M é nulo:

det(M) = 5—1)2((—01) (0) = (2) () + (=2((=1)(=1) + (2) (0)) =

3) Considere as retas

riry=2x—1, rory=3x—3

S1:Yy=x+ 2, So: Yy = 3.
Sejam 7' uma transformacao afim
T:R> > R?
que verifica
T(r1)=s1 e T(rg) =s9
e L: R? — R? a parte linear de 7.



(3.a) Determine a matriz [L] de L.

(3.b) Determine a forma matricial de T'.

Resposta:

(3.a) A parte linear L de T" deve transformar um vetor diretor de r; em um
vetor diretor de s1, e um vetor diretor de r5 em um vetor diretor de s5. Por
exemplo,

L((1>2)) = (17 1)7 L((lvg)) = (170)'

Portanto,

L((0,1)) = L((1,3) = (1,2)) = L((1,3)) = L((1,2)) = (1,0) = (1, 1) = (0, =1).

Logo
L((1,2)) = L((1,0))+ L((0,2)) = L((1,0)) + 2 L(0,1) =
= L(1,0) + (0,-2) = (1, 1),
Portanto,
L(1,0) = (1,3)
Logo,

(3.b) Sabemos que

()0 5)G)=()

Também sabemos que o ponto de intersecao das retas ry e ro deve ser levado
no ponto de intersecao das retas s; e so. Temos

TlﬁTQZ(Q,S), 81ﬂ82:(1,3>.

() (3)G)=0)

Portanto,



Logo,

Assim,

m(5)-( ) G+

Verifique, por exemplo, que T'(r1) = sy, veja que r = (t,2t — 1), logo

(3 50 Lot ) o () = Caebarn ) = ()

r=t—1, t=x4+1, y=t+1l=x+2.

Finalmente, para ver que T'(rq) = $9, veja que ro = (¢,3t — 3), logo

(3 5) (ot ) ()= (57)

Logo x =t —1ey =3 (que é a reta s3).



