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1. Caracterizagao das matrizes simultaneamente ortogonais e simétricas.

2. Poténcia de uma matriz.

Roteiro

1 Caracterizacao das matrizes simultaneamente
ortogonais e simétricas

1.1 Matrizes 2 x 2

Proposicao: Uma matriz M representa um espelhamento se, e somente se, é
ortogonal, simétrica e determinante —1.

Ja sabemos que uma matriz de espelhamento é ortogonal, simétrica e tem
determinante —1. Vejamos o reciproco.

Observe que se M é simétrica tem autovalores reais A e 0. Como é ortogonal,
os autovalores sao +1. Como o determinante é —1, os autovalores sao 1 e —1.
Sejam u e v 0s autovetores associados a 1 e —1. Finalmente, como M é simétrica,
u e v sao ortogonais. Conclusao: M representa o espelhamento na reta paralela
a u que contém a origem.

O raciocinio anterior fornece o seguinte

Proposigao: A matriz M representa um espelhamento se, e somente se, €
ortogonal, simétrica e tem tracgo 0.

Em outras palavras, uma matriz 2 X 2 ortogonal e simétrica tem determinante
—1 se, e somente se, seu trago é 0.

Observe que uma matriz ortogonal e simétrica de determinante 1 é a identi-
dade ou menos a identidade (no primeiro caso o trago é 2 e no segundo —2).

Suponha, por exemplo que o determinante é 1. Entao os autovalores sao 1
de multiplicidade dois ou (—1) de multiplicidade 2. Vejamos o primeiro caso,

teriamos
M = PIdP~' = PP~ ! = Id.

Exemplo: Seja M uma matriz 2 x 2 ortogonal é simétrica tal que M2 = M.
Determine M.

Se M é ortogonal e simétrica existem trés possibilidades: M representa um
espelhamento, a identidade ou menos a identidade. Nos primeiro e no ultimo
caso, M? = Id # M. Logo a tnica possibilidade é M ser a identidade.



1.1.1 Projecoes ortogonais
Aproveitamos para, no caso 2 X 2, caracterizar as projecoes ortogonais.

Proposigao: Uma matriz, M 2 X 2, representa uma projecdo ortogonal se, e
somente se, € simétrica, tem determinante 0 e trago 1.

Observe que se M é simétrica tem autovalores reais A e . Como o determi-
nante é zero, um autovalor é nulo, por exemplo 0 = 0. Como o trago é 1, A = 1.
Sejam u e v os autovetores associados a 1 e 0. Como M é simétrica, u e v sao
ortogonais. Conclusao: M representa a projecao ortogonal na reta paralela a u
que contem a origem.

Exemplo: A matriz M,

=ik 1)

representa a projecdo ortogonal na reta (¢,t), t € R.

1.2 Matrizes 3 x 3.

Considere M uma matriz ortogonal e simétrica. Os autovalores de M séo 1 e/ou
-1
Suponha que o determinante é 1. Existem as seguintes possibilidades:

e traco 3: ¢ a identidade,
e traco 1: é um espelhamento respeito a uma reta.

Como no exemplo visto acima, temos que se o traco é 3 entao M = PIdP~! =
1d.

Vejamos o segundo caso. Como é simétrica tem autovalores reais. Como é
ortogonal sao 1 ou —1. Como o determinante é 1 ha duas possibilidades: 1 com
multiplicidade 3 (trago 3 e é a identidade), ou 1 com multiplicidade 1 ¢ —1 com
multiplicidade 2 (traco —1). Em tal caso temos um espelhamento respeito a
reta que contém a origem paralela a autovetor associado a 1.

Considere M uma matriz ortogonal e simétrica. Suponha que o determinante
é —1.
Existem as seguintes possibilidades:

e traco —3: é menos identidade,
e traco 1: é um espelhamento respeito a um plano.

Como ¢ simétrica tem autovalores reais. Como é ortogonal sao 1 ou —1.
Como o determinante é —1 ha duas possibilidades: —1 com multiplicidade 3
(trago —3 e é menos a identidade), ou —1 com multiplicidade 1 e 1 com mul-
tiplicidade 2 (trago 1). Em tal caso temos um espelhamento respeito ao plano
que contém a origem e é normal ao autovetor associado a —1.

Exemplo: Seja M uma matriz 3 x 3 ortogonal é simétrica tal que M? = M.
Determine M. Faca o mesmo no caso M?> = M e seu determinante é 1.



No primeiro caso a resposta é a identidade. No segundo caso pode ser a
identidade ou um espelhamento respeito a uma reta.

2 Poténcia de uma matriz

Nesta secao explicaremos como calcular a poténcia n-ésima de uma matriz di-
agonalizavel.

Primeiro observe que

ag 0 ... 0 ad 0 ... 0
0 a ... O 0 a§ ... 0
D= L i = .
0 0 ... ag 0 0 ... dF

n

Portanto, se A é diagonalizavel e D é sua forma diagonal, temos
A%? = AA = (PDP Y (PDP™') = PD?*P~!.

Onde calcular D? é muito simples.
Em geral, e indutivamente,

A" =pD"p~L.
Exemplo: Calcular A'® onde
0 0 -2
A= 1 2 1
1 0 3

Observe que A é diagonalizavel, com forma diagonal

2 00
D=0 2 0 |.
0 1
Também,
-1 0 -2 1 0 -2
p= o0 1 1 |, P'l= 1 1 1
1 0 1 -1 0 -1
Portanto,
210 0 0
A=p[ 0 2 o | P L
0 0 1

Exemplo: Considere as matrizes

e=(Go) 2=(57)

Defina a matriz C = E AE.



e Calcule E2.
e Encontre a forma diagonal de A.

e Calcule C15.

Resposta: Temos

pere= (0 0) () -(3 %)

Como a matriz A é simétrica é diagonalizdvel. Escreveremos A = B D B~1,
onde D é diagonal e B ortogonal. Calculemos agora D e B.
O polinémio carateristico de A é

p(A) =X —2) -8

e seus autovalores sao 4 e —2.
A forma diagonal de A é
4 0
D— ( ' ) .

A matriz B terd por colunas autovetores (unitdrios) de A Li.. O autovetor
u = (x,y) associado a 3 verifica —3x +3y =0, x =y, u = (1,1) ou v =
(1/v/2,1/4/2) j4 normalizado. O outro autovetor serd perpendicular, ou seja

w = (1/v/2,—-1/+/2). A matriz B é

- (1 4%)

Finalmente para calcular C'® observavos que B = B! = B~! escrevemos
C*=(EBDB'E)(EBDBE)=EBDB '(~-I)BDBE=-EBD?BE.
Também temos
C®*=—(EBD*B'E)(EBDBE)=-EBD*B ' (~-I)BDBE=EBD?BE.
Finalmente,

C*=(EBD*B'E)(EBDBE=EBD*B ' (~-)BDBE =—(EBD*BE).
Portanto, temos que

C**=-EBD*B'E, C*"'=EBD*"'B'E

Logo,
© BY = EBDY B 'E.
Portanto,
(N2 —1V2 415 0 —1/vV/2 1/V2
cr= (e v ) (0 e ) (08 e )

onde a primera e a ultima matriz correspondem aos produtos £ B e BFE.



