Algebra Linear I - Aula 20

1. Matrizes diagonalizaveis.
2. Matrizes diagonalizaveis. Exemplos.

3. Forma diagonal de uma matriz diagonalizével.

1 Matrizes diagonalizaveis

Uma matriz quadrada

11 Q12 .. a1 n

G21 dg22 ... d2nq
T =

aml an72 ce a,w

¢ diagonal quando a; ; = 0 para todo 7 # j.
Observe que os autovalores de uma matriz diagonal sao os elementos da
sua diagonal.

Uma transformagao linear T é diagonalizdvelem quando é semelhante a
uma matriz diagonal. O raciocinio no exemplo na se¢ao anterior mostra
que se T possui uma base de autovetores entao é semelhante a uma matriz
diagonal (de fato, semelhante & matriz diagonal cuja diagonal esta formada
pelos autovalores de T' com suas multiplicidades).

De fato o processo é o 0o mesmo que usamos nos exemplos precedentes.
Suponhamos que estamos em R?, e assumimos que 7' possui uma base de
autovetores {u,v,w} associados aos autovalores A\, o e p (observemos que
estes autovalores nao necessitam ser todos diferentes, de fato, podem ser
todos iguais!). Afirmamos que T' é semelhante & matriz

A0 O
D= 0 o O
0 0 p

Para ver isto devemos achar uma matriz S tal que

T =S5"1DS, ou equivalentemente, ST = D S.



E suficiente considerar S definida por
S(u) = (1,0,0) =1, S(v)=(0,1,0)=j, S(w)=(0,0,1)=k.
Observe que
DS(u)=D(@{)=Xi, DSw)=D(j)=0cj, DS(u)=DKk)=pk.

Por outra parte,

ST(u) =SAu)=AS(u)=\i,
ST(v) =S(ov)=0Sw)=0j,
ST(w) =S(pw)=pS(w)=pk

Portanto, ST = DS na base {u,v,w}, logo as transformagcoes lineares sao
iguais. Ou seja,
T=S"1'DS§S,

portanto, por definicao, T é diagonalizavel.

Suponha agora que T é semelhante a D, onde D é uma matriz diagonal
como acima. Afirmamos que S71(i), S71(j), e S~!(k), sdo autovetores de T
associados a A, o e p, respetivamente. Como S é inversivel e i, j e k sao 1.i.,
{S71(i),571(j), S7!(k)} ¢ uma base, formada por autovetores de T'. Vejamos
a afirmagao para S—'(i):

T(S7'(1)=8S"'DS(S7'(i) =S"'D@)=S(\i) = AS1(i),

como queriamos provar.

2 Matrizes diagonalizaveis. Exemplos

Observe que os autovalores de uma matriz diagonal sao os elementos da sua
diagonal.

Uma transformacao linear T' é diagonalizavel quando existe uma base for-
mada por autovetores. Vimos que neste caso a matriz de T' é semelhante a
uma matriz diagonal. De fato, as duas propriedades seguintes sao equivalen-
tes:

e possuir base de autovetores,



e ser semelhante a uma matriz diagonal.

Sejam A uma transformagao linear diagonalizével, 8 = {vy,vs,...,v,}
uma base de autovetores de A e {A\1, Ag,..., \,} 0s autovalores associados a
v1,...,U,. Uma forma diagonal de A é

A0 ...00

0 X ... O
Da=1| . . . .

0 0 ... X\

Observe que A pode ter diferentes formas diagonais (¢é suficiente mudar a
ordem dos vetores da base de autovetores!).

Exemplos 1. Espelhamentos e proje¢oes (ortogonais ou nao) sao trans-
formacaoes lineares diagonalizaveis.

Prova: Para provar a afirmacao devemos encontrar uma base de autoveto-
res. Por exemplo, em R? e considerando projecoes P e espelhamentos F no
plano

m:ax+by+cz=0,

podemos considerar dois vetores nao nulos v e w nao paralelos do plano e o
vetor ¢ correspondente a direcao de projecao ou de espelhamento. Obtemos
assim a base

B = {v,w,l}.

Trata-se de uma base de autovetores de P e de E:
Pv)=v, Pw)=w, e P({)=0.
Também temos
EWw)=v, Ew)=w, e E{) =/
No caso de projegoes e espelhamentos em retas o raciocinio é similar. ([l

Exemplos 2. A transformacoes lineares A, B,C: R® — R® cujas matrizes
na base canonica sao

111 111 10 0
=012, Bl=lo0o12], [c]=]|01 -1
00 1 00 2 01 1

nao sao diagonalizdveis.



Prova: Por exemplo, a matriz A possui um tnico autovalor igual a 1 de
multiplicidade 3. Faga os cédlculos e veja que os autovetores de A sao os
vetores nao nulos da forma (¢,0,0). Portanto, no maximo é possivel um
autovetor L.i. de A. Logo A nao possui uma base de autovetores.

No caso da matriz B, os autovalores sao 2 (simples ou de multiplicidade
um) e 1 de multiplicidade 2. Associados a 2 obtemos autovetores da forma
(0,0,¢). Os autovetores associados a 1 sao da forma (¢,0,0). Portanto,
somente é possivel obter dois autovetores 1.i. de B. Logo B nao possui uma
base de autovetores.

Nos dois casos anteriores o fato de nao ser possivel obter uma base de
autovetores é devido a que hé um autovalor de multiplicidade & (3 no caso da
matriz A e 2 no caso de B) que possui um numero de autovetores l.i. menor
do que k (em ambos os casos 1).

O fato da matriz C' nao ser diagonalizavel é devido a outros motivos: tem
um autovalor complexo (nao real). O

Exemplos 3. As formas diagonais das projecoes (ortogonais ou nao) P e
espelhamentos R em R? sdo, respectivamente,

10 1 0
DP:(O o)’ DR:(O —1)'

As formas diagonais das projegoes (ortogonais ou nao) Py em uma reta
e Py, em um plano de R? sdo, respectivamente,

1 2

1
Dp =10
0

o O O
o O O

1
. Dp=1|o0
0

O = O
oS O O

As formas diagonais dos espelhamentos Ei em torno de uma reta e Ey
em torno de um plano em R? sdo, respectivamente,

1 0 0 10 0
Dp,=|0 -1 0 |, De,=[01 0
0 0 -1 00 —1

Exemplos 4. A transformacao linear T: R?* — R? definida por

T(1,1,2) =2(1,1,2), T(1,0,1)=2(1,0,1), T(1,1,1)=3(1,1,1)



¢ diagonalizdvel: {(1,1,2),(1,0,1),(1,1,1)} formam uma base de autovetores
cuja forma diagonal €

Dy =

S O N
S NN O
w o O

Uma condigao suficiente, porém nao necessaria, para uma transformacao
linear T: R™ — R" ser diagonalizdvel é ter n autovalores reais distintos. Para
ver isto, sejam Ay, ..., A, os autovalores e vy, ..., v, 0s autovetores associados
a estes autovalores. Por resultados ja vistos, como Aq, ..., A\, sao diferentes,
o0s vetores v, . .., v, sdo Li.. Portanto, formam uma base (de autovetores) de
R™(n vetores 1.i. de R™ formam uma base).

Exemplo 1. Suponha que A é uma transformacao linear de R?® cujo po-
linomio caracteristico €

p(A) = —(A=1)(A=2)(A=3).
Estude se A € diagonalizavel e calcule sua forma diagonal.

Prova: A transformacao é diagonalizavel: tem trés autovalores distintos:
1,2,3. Sua forma diagonal é

o O =
o NN O
w o O

0

Exemplo 2. Estude se a afirmacao a sequir é verdadeira: Suponha que A
¢ transformacao linear de R3 cujo polinémio caracteristico é p(\) = —(\ —
1)%(\ —2), entao A nao é diagonalizdvel.

Prova: A afirmacao é falsa. Da afirmacao deduzimos que A tem um
autovalor 1 (de multiplicidade 2) e um autovalor 2 simples. Por exemplo,

1
0
0

o = O
N O O



tem polinomio caracteristico p(A\) = —(A — 1)*(\ — 2) e é diagonalizavel (de
fato, ja é diagonal!). Porém, a matriz

1
1
0

o = O
N O O

tem o mesmo polinomio caracteristico e nao é diagonalizavel. Ou seja, no caso
em que existem raizes repetidas nao é possivel deduzir se é diagonalizavel ou
nao somente com a analise do polinémio caracteristico (é necessério estudar
os autovetores). O

Exemplo 3. Sabendo que a matriz P,

5/6 —2/6 1/6
P=| —-2/6 2/6 2/6
1/6 2/6 5/6

representa um espelhamento ou uma projecao ortogonal em um plano deter-
mine a opcao valida. Determine o plano de projecao ou de espelhamento.

Resposta: A matriz tem traco 2. Logo nao pode ser um espelhamento.
Sera, portanto, uma projecao. Para determinar o plano de projecao ha treés
op¢oes. Determinar os autovetores associados a 1 (obtendo assim o plano),
determinar os autovetores de 0 (obtendo a dire¢ao normal do plano) ou como
segue. Observe que P(1,0,0) e P(0, 1,0) sao vetores do plano. Logo (5, —2,1)
e (—1,1,1) sdo vetores paralelos do plano. Logo o vetor normal do plano é
(1,2,—1). Verifique que P(1,2,—1) = 0. O

Exemplo 4. Considere a transformacao linear T,
1 11
T=1111
1 11

Estude se T ¢ diagonalizavel. Em caso afirmativo, determine sua forma
diagonal. Determine seu significado geométrico.



Resposta: Uma projegao ortogonal na reta (1,1, 1) seguida de uma multi-
plicacao por 3. E diagonalizavel e sua forma diagonal é

3 00
T'=10200
000

Veja que os autovalores sao 3 (simples) e 0 (multiplicidade 2). Os auto-
vetores sao (t,t,t), t € R,t # 0, e os vetores nao nulos de x +y + z = 0.
Observe que existe uma base ortogonal de autovetores

{(1,1,1),(1,-1,0),(1,1,-2)}
de T O

Exemplo 5. Mostre que A\ é um autovalor de uma matriz inversivel A se,
e somente se, A\t € um autovalor de A7'. Os autovetores associados 5o o0s
mesmos?

Prova: Seja v um autovetor de A e 0 # 0 seu autovalor (pelo exercicio
anterior sabemos que o é nao nulo). Temos,

v=ATAWw) = A (ov) = c AT (V).
Portanto,
A7) = (1/0)v.
Logo v ¢ um autovetor de A~ com autovalor associado o~ 1. 0

Observe que o argumento anterior prova que se A é inversivel, entao A é
diagonalizével se, e somente se, A~ é diagonalizavel.

Outra forma de provar esta propriedade é a seguinte: suponha que A é
inversivel e diagonalizavel, entao

A=P'D P

onde D é diagonal. Como o determinante do produto é o produto dos deter-
minantes, D tem determinante nao nulo e portanto é inversivel. De fato, a
inversa de uma matriz diagonal é outra matriz diagonal, mais precisamente:

MO0 ...00 A0 ...
0 0 | 0 ANt 0
0 0 ... M\ 0 0 ... X!



observe que det(D) # 0 implica que A, ..., \, sdo todos diferentes de 0.
Finalmente, como (C' E)™!' = E~1 C~!, temos

A'=P'DP)'=PD ' P,

e A™! ¢ semelhante a D~! que é diagonal. Portanto, A~! é diagonalizavel.



