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1. Matriz de uma transformacao linear em uma base. Exemplo e mo-
tivagao

2. Matriz de uma transformacao linear 7" na base 3

1 Matriz de uma transformacao linear em uma
base. Exemplo e motivacao

Considere a a transformagcao linear T" projecao no plano 7: x —y + z = 0 na
dire¢do paralela a (1,1,1). Temos que para qualquer vetor v do plano 7 se
verifica T'(v) = v e que T'(1,1,1) = 0. Portanto,

1. T(1,1,0) = (1,1,0);

2. T(0,1,1) = (0,1,1);

3. T(1,1,1) = (0,0,0).
De (1) e (2) obtemos

7(0,0,1) = T(1,1,1) — T(1,0,0) = (1, —1,0).

Assim,

T(0,1,1) =T(0,1,0) +7(0,0,1) = (0,1, 1),
e portanto,

7(0,1,0) =(0,1,1) — (—=1,—1,0) = (1,2, 1).
Finalmente,

T(1,1,0) =1T7(1,0,0)+7(0,1,0) = (1,1,0),
logo

T(1,0,0) = (1,1,0) — 7(0,1,0) = (1,1,0) — (1,2,1) = (0, —1, —1).



Portanto, a matriz de T' (na base candnica) é

0 1 -1
-1 2 -1
-1 1 O

Observe que
g={(1,1,1),(1,1,0),(0,1,1)}

¢ uma base de autovetores de 7.
Usando os argumentos da secao anterior, veremos que a matriz T' é se-
melhante a seguinte matriz muito simples:

000
D=1010
0 01

Observe que trés autovetores linearmente independentes de D sao (1,0,0)
(associado a 0) e (0,1,0) e (0,0,1) (associados a 1). Veja também que as
matrizes T' e D tém o mesmo trago, o mesmo determinante e o mesmo po-
linomio caracteristico.

Como nos exemplos anteriores, consideraremos a transformacao linear que
leva os autovetores de T nos autovetores de D (preservando os autovalores),
ou seja consideramos a transformacao linear S que verifica

S(1,1,1) = (1,0,0), S(1,1,0) = (0,1,0), S(0,1,1) = (0,0,1).

A matriz de S é

1 -1 1
S = 0o 1 -1
-1 1 0

Devemos verificar que
T=S"'DS.

Ou de forma equivalente (e assim evitamos ter que calcular a matriz inversa
de S, embora determinar a inversa de S seja imediato...), multiplicando a
esquerda por S, a

ST=DS,



Ou seja,

1 -1 1 0 1 -1

ST = 0 1 -1 -1 2 -1 | =
-1 1 0 -1 1 0
0+1-1 1-24+1 —-1+1+0 0 0 0

=1 0-1+1 04+42-1 0-1+0 = 0o 1 -1 |,

0-14+0 —-1+2+0 1-1+40 -1 1 0
0 00 1 -1 1 0 0 O

DS =010 0o 1 -1 |= 0 1 -1
0 01 -1 1 0 -1 1 0

Como queremeos ver.

Observacao 1. De fato, veremos que D é a matriz de T na base 3. Isto
significa que, usando as coordenadas apropriadas (ou seja escolhendo uma
base apropriada), a expressao de T € muito simples. Nosso objetivo €, dada
uma transformacgao linear, encontrar coordenadas (ou seja, uma base) onde
a forma de T seja o mais simples possivel. No exemplo anterior, dizemos
que D é uma forma diagonal de T.

2 Matriz de uma transformacao linear 7' na
base [

Para fixar idéias, consideremos transformagoes lineares
T:R® — R®,
Considere uma base 3 = {v;, vy, v3} de R3. Suponha que

T(Ul) =ai1h + 2,1 V2 + a3,1 U3
T(UQ) =120 + a2 2 V2 + ag 2 U3
T(’Ug) =a1301 + a9 3 V2 -+ a3 3 v3.

Entao, a matriz de T' na base 3, denotada por [Tz, é

11 G12 0413
[T]ﬁ = G211 G292 0423
a31 G322 0433



Observe que estamos repetindo o ja feito na hora de calcular a matriz de
uma transformacao linear (na base canénica). Vejamos isto com atencao.

A afirmacao acima significa o seguinte, se temos um vetor w com coorde-
nadas (a, b, c¢) na base (3, escreveremos (w)z = (a, b, ¢), isto é,

w=av; +bvy + cus.
Portanto, como T ¢ linear,
T(w)=T(avy +bvy+cvsz) = aT(vy) + bT(ve) + cT(v3).
Substituindo os valores de T'(v1), T'(v2) e T'(vs), obtemos,
T(w) =a(aigvi +agive+asivs)+b(aiavr + asgve + asovs)
+c (a1 3v1 + a3 v + as3vs).

Finalmente, agrupando os coeficientes que multiplicam aos vetores vy, vy e
vg da base, obtemos

T(w) =(a1a+a2b+aizc)vy+ (a1 a+ asab+ assc)va+
+(aspa+ az2b+ azszc)vs.
Isto significa que
(T(w))g=(a11a+a12b+arsc,as1a+aspb+azsc,az1a+as2b+assc),

Por outra parte, se aplicamos a matriz as coordenadas do vetor w na base
(3 obtemos as coordenadas de T'(w) na base (3,

a1 Q12 G13 a a1a+aab+azc
(T(’w))ﬁ = G271 Q22 (23 b = Q210+ Qg2 b+ a3 C
a3l asz asgs. C asia + az2 b + az3C

Isto é,
(T(U}))ﬁ = (Cl,l,l a + CLLQ b + a1,3 C, CL271 a+ a272 b + CL273 C, a371 a+ a372 b + a373 C).

E obtemos o mesmo resultado.



Exemplos 1. Encontre uma base v tal que as matrizes na base y projecao
ortogonal P no plano x +y + z = 0 e o espelhamento E no mesmo plano

sejam da forma

0
0
-1

o = O

0 1
0 ) [E]’Y = 0
0 0

Prova: Observe que
B={v1=(1,1,1),vo = (1,—1,0),v3 = (1,0, —1)}
é uma base de autovetores de P e de F, simultaneamente. Obviamente,
(v1)s = (1,0,0)5, (v2)s =1(0,1,0)5, (v3)s = (0,0,1)s.

Observe que

P(Ul) = (_)7 (P( ))ﬁ = (07070)57
P(UQ) = Vg, ( (UQ))ﬁ (07 L, 0)57
P(vs) =vs, (P(v3))g = (0,0,1)s.

Logo

Analogamente, para o espelhamento,

E(vi) = —vi,  (E(v))s = ( 1,0,0),
E(U2) = Uz, ( ( ))ﬂ = ( 1 )
E('U?)) = Us, ( ( ))ﬁ ( 0, )

Logo

O

Observe que se nos exemplos anteriores mudamos a ordem dos vetores
das bases obtemos bases distintas e as matrizes mudam. Por exemplo, se
consideramos a base

6/ = {’U2 = (17 _170)7U3 = (LO? _1)avl = (17 17 1)}



temos

0 1 0 0

0 , [E}ﬁ/ = 01 0
0 0 -1

Deixamos como exercicio, para v. determinar as matrizes de P e F nas

bases
7 :{'UQZ (17_170)a1}1:<1a171)7v3: (1707_1)}
p ={vi=(1,1,1),v3 =(1,0,—-1),v = (1,-1,0)}.

Exemplo 1. Considere a transformagao linear T’ cuja matriz na base canonica

s,

€

1 2 3
T]=10 2 3
0 0 3
Encontre bases 3 e 7y tais que
100 2 00
Tlg={03 0|, [T],=1030
0 0 2 0 01

Prova: Como a matriz é triangular seus autovalores sao os elementos da
diagonal. Como todos autovalores sao diferentes a matriz é diagonalizavel.
Determinaremos os autovetores.

Os autovetores v = (x,y, z) associados a 1 verificam,

023 x 0
T—Iw)=[0 13 y | =10
00 2 P 0

A solugao é (¢,0,0), t # 0.
Os autovetores v = (x,y, z) associados a 2 verificam,

-1 2 3 x 0
[T —2l(v)=| 0 0 3 y | =10
0 0 1 p 0

A solugao é (2t,t,0), t # 0.
Os autovetores v = (x,y, z) associados a 3 verificam,

-2 2 3 x 0
[T —3[w)=| 0 -1 3 y | =10
0 0 0 P 0

6



A solugao é (9¢,6t,2t), t # 0.
Uma base de autovetores de 1" é

r={(1,0,0),(2,1,0),(9,6,2)}
Observe que

[T]fi -

S O =
[enll \V N aw]
w o O

Agora v. mesmo pode concluir que

8 =4{(1,0,0),(9,6,2),(2,1,0
1,0,0

1,0)}
v ={(2,1,0),(9,6,2),(1,0,0)}

)b

Exemplo 2. Considere a transformacdo linear T: R3 — R3 definida por
T(w)=vx(1,1,1).
Determine a matriz de T' nas sequintes bases:
1. =A{(1,1,1),(1,0,—1),(1,—-2,1)},
2. v={(1,1,1),(1,0,-1),(1,—1,0)},

Resposta: Observe que

T(1,1,1) =0, T(1,0,—1)=(1,-2,1), T(1,-2,1)=(=3,0,3).

Portanto,
00 O
Tjg=( 0 0 =3
01 0
Escreva,
(1,-2,1) = a(1,1,1) + b(1,0,—1) 4+ ¢(1,—1,0),
evejaquea=0,b=—-1lec=2.



Veja também que

T(1,-1,0) = (-1,-1,2),

e escreva
(—1,-1,2) =a(1,1,1) + b(1,0,—1) 4+ ¢(1, -1, 0),
onde a =0, b= —2 e c= 1. Portanto,
0 0 0
7], =1 0 -1 -2
0 2 1



