Algebra Linear I - Aula 18

1. Matrizes semelhantes.

1 Matrizes semelhantes

Definicao 1 (Matrizes semelhantes). Considere duas matrizes quadradas A
e B. A matriz A € semelhante a matriz B se, e somente se, eriste uma
matriz inversivel P tal que

A= PBP™!

Observe que se A é semelhante a B entao B é semelhante a A: multipli-
cando a expressao anterior por P~ & esquerda e por P & direita, temos

P 'AP =P 'PBP'P = B.

Logo
B=P'AP=P'AP ") =QBQ ™,

onde Q = P~!. Portanto, diremos que as matrizes A e B sdo semelhantes.

Propriedade 1.1. Duas matrizes quadradas semelhantes A e B verificam
as sequintes propriedades:

. det(A) = det(B),

~

2. A € inversivel se, e somente se, B € inversivel,

3. A e B tém os mesmos autovalores com a mesma multiplicidade (mas,
em geral, nao tém os mesmos autovetores),

4. A e B tém o mesmo polinomio caracteristico,

5. A e B tém o mesmo traco.

Prova: Suponhamos que A e B sao semelhantes e que A= P B P~
A afirmagao sobre os determinantes segue do fato do determinante do
produto de matrizes ser o produto dos determinantes, portanto,

det(A) = det(P) det(B) det(P~') = det(P) det(B) = det B.

1
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A afirmacao sobre a inversibilidade decorre da propriedade sobre os de-
terminantes: A é inversivel se, e somente se, det(A) # 0. Portanto, se A e B
sao semelhantes det(A) = 0 se, e somente se, det(B) = 0.

Vejamos que se A é um autovalor de B e u ¢ um autovetor de B associado a
A, entdo P(u) é um autovetor de A associado ao mesmo autovalor A\. Observe
primeiro que como P é inversivel e u # 0, entdo, P(u) # 0. Temos,

A(P(u)) = PBP ' (P(u)) = PB(u) = P(Au) = A P(u),

e, como P(u) # 0, P(u) é um autovetor de A associado ao autovalor \.
Vejamos agora que os polinomios caracteristicos P4 e Pg de duas matrizes

semelhantes A e B sao iguais. O polinémio caracteristico de A é

pa(A) =det(A—XI)=det(PBP'—P(\I)P )=
= det(P (B — M) P7') = det(P) det(B — A1) det P! =
= det(B— A1) = ps(N),

logo os polinomios caracteristicos sao iguais.

A igualdade dos polinomios caracteristicos implica que as matrizes A e B
tém os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades. Como o trago
de uma matriz ¢é igual a soma dos autovalores contados com multiplicidade,
as matrizes A e B tém o mesmo trago. 0

1.1 Exemplos e comentarios

Observamos que se as matrizes A e B sao semelhantes, e as matrizes B e C
também sao semelhantes, entdao, A e C' também sao semelhantes. Observe
que

A=PBP', B=QCQ,

onde (obviamente) P e @ sao inversiveis. Portanto,
A=PBP'=PQCQHP'=(PQ)CQ P

Como
(PQ) " =Q "' P,
temos

A=(PQ)C(PQ),
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e A e C sao semelhantes.
Observe que se A e B sdo inversiveis e semelhantes, entdo A™' e B~}
também sao semelhantes:
A=PBP,
logo
Al=pPBP Y '=FPHY!'B'Pl=PB P

Usando o fato de que matrizes semelhantes tém o mesmo traco, temos
que a matriz de uma projecao em um plano de R3 nao pode ser semelhante a
matriz de uma projecao em uma reta. Analogamente, matrizes de projecoes
em um plano nunca sao semelhantes a matrizes de espelhamentos. Embora as
matrizes de uma projecao em uma reta de R? e de um espelhamento em um
plano tenham traco 1, nao sao semelhantes, pois tém diferentes autovalores
(ou diferentes determinantes).

Exemplo 1. Veja quais das matrizes a sequir sao semelhantes.

1 1 2 1 3 1 1 2
=) oe=(0s) e (5 L) e=(ha)
Resposta: Temos

tr(A) =5, tr(B)=5 tr(C)=1, tr(D)=1.

Portanto, as inicas matrizes que podem ser semelhantes sao as matrizes A e
B e as matrizes C' e D.
Também temos

det(A) =5, det(B) =05, det(C)=0, det(D)=-2.

Ou seja, A e B podem ser semelhantes, mas C' e D nao podem ser.
O polinomio caracteristico de A é

paAA) =(1—=N4 -\ +1=X\—-5\+5.
O polinomio caracteristico de B é
pe(\) =(2-X)B =X —1=X -5 +5.

Portanto, as matrizes A e B ainda podem ser semelhantes. Concluiremos a
prova na proxima se¢ao. ([l



1.2 Construcao da matriz de semelhanca

Observe que para verificar que as duas matrizes A e B do Exemplo 1 sao se-
melahantes devemos encontrar uma matriz inversivel T tal que A =T BT.
A seguir obteremos essa matriz.

Em primeiro lugar, temos que os autovalores de A e de B sao:

)\—5i\/5
==

Portanto, as matrizes tém dois autovalores reais diferentes.
Sejam v e wy dois autovetores de A associados a

A=0B+v5)/2, e o=(5-V5)/2

respectivamente.

Observe que {v4, w4} é uma base de R?: os vetores v4 e w, sao autove-
tores associados a autovalores diferentes, portanto sao l.i., e dois vetores l.i.
formam uma base de R2.

Considere agora dois autovetores vg e wg de B associados a A e o. Ob-
serve que raciocinando como acima temos que que {vg,wp} é uma base de
RQ

Considere a transformacao linear T: R? — R? definida como segue,

T(UA) = VB, T(UJA) = wpg.

Como uma transformacao linear estd totalmente determinada conhecidas as
imagens dos vetores de uma base, a transformacao linear T esta tnica e
totalmente determinada.

Seja [T] a matriz de T. Afirmamos que esta matriz é inversivel. Isto
pode ser obtido observando que o determinante de [T] é ndo nulo (justifique
e complete). A seguir, construiremos explicitamente 7.

De fato, T~! é a transformacao linear S determinada por

S(vp) =wva, S(wp) =wa.
Vejamos que S o T = Id. Considere qualquer vetor u, devemos ver que

SoT(u) =u.



Como {va,wa} é uma base, dado qualquer vetor u podemos escreve-lo da
forma u = avvys + yw4. Entao,

SoT(u) =S(T(ava+ywa))=SaT(va)+vT(wa)) =
= S(avg +ywp) = aS(vg) +vS(wp) =

=v4 +YWs = U,

COImMoO queremos provar.
Vejamos agora que
A=T'BT.

Para provar esta afirmacao € suficiente ver que estas duas matrizes coincidem
em uma base, por exemplo, na base {v4,w4}. Veremos que as imagens de
v4 s80 iguais (o caso wy é idéntico). Temos

A(va) = (54 V5)/2)va.
Por outra parte,

T~'BT(va) =T "'B(vg)=T"'((5+V5)/2)vp) =

= (5+5)/2)T (vp) = (5 + V5)/2)va,
COINO queremos provar.

Terminaremos este exemplo com algum comentarios. Em primeiro lugar
observamos que a matriz [T é um caso particular de matriz de mudanca de
base que veremos nas proximas aulas.

Os argumentos acima mostram o seguinte:

Sejam A e B duas matrizes (por exemplo, 3 X 3) que tém os mesmos auto-
valores (todos reais e diferentes). Entao, A e B sao semelhantes.

Suponhamos que os autovalores s@ao A, o e 7. A ideia é repetir o argu-
mento do exemplo anterior. Considere autovetores de A, digamos v, u4, w4
associados aos autovalores A, o e 7y, respetivamente, e autovetores de B, di-
gamos vg,up,wp associados a A\, o e 7. Como os autovalores sao diferentes
temos que

Ba = {va,ua, wa}, Bp ={vp,up, wp}



sao duas bases de R3. Considere agora transformacao linear T que verifica
T(wa) =vp, T(ua)=up, T(ws)=wgs.

Como 34 é uma base, T esta totalmente definida.
Exatamente como no exemplo anterior temos que

A=T'BT.

Complete os detalhes raciocinando como no caso anterior.

Muita atengao (!), na frase anterior o adjetivo diferente é essencial. Por

exemplo, as matrizes
2 0 2 0
=(02) 2= (13)

tém o mesmo determinante (4), o mesmo trago (4), o mesmo polinémio ca-
racteristico ((2—\)?), e os mesmos autovalores (2, de multiplicidade 2), mas
nao sao semelhantes. Isto é devido a que o autovalor 2 tem multiplicidade
dois. A seguir estudaremos este exemplo.

As matrizes A e B nao sao semelhantes pois A possui uma base de autove-
tores (a base {(1,0),(0,1)}) e a matriz B nao tem uma base de autovetores
(somente é possivel encontrar - no méximo - um autovetor Li., por exemplo
(0,1)). Se A e B fossem semelhantes,

B = PAP !,

entdo {P(1,0) e P(0,1)} formariam uma base de autovetores de B, que
sabemos que nao existe (!).

Completaremos sucintamente os detalhes das afirmacoes acima.

e Como P é inversivel, transforma vetores l.i. em vetores l.i., portanto,
{P(1,0), P(0,1)} é uma base.

e Em tal caso,
B(P(1,0)) = PAPY(P(1,0)) = P A(1,0) = P(2,0) = 2 P(1,0),

portanto P(1,0) ¢ autovetor de B. Analogamente, P(0, 1) é outro vetor
de B. Portanto, B possui uma base de autovetores, o que é absurdo.



