Algebra Linear I - Aula 7

1. Posicoes relativas e sistemas de equacoes.

Roteiro

1 Sistemas de equacoes lineares (posicao re-
lativa de trés planos)

Considere os planos de equacoes cartesianas

™ a1 +by+cz=d,
9 :a2x+bgy+02,z:d2,
T3 :a3x+b3y+03z:d3,

e o sistema linear de equagoes

a1+ by + coz =dy,
Ay T + by + c2 2 = da,
a5$+b3y+0522d3

Os planos se intersectam se (e somente se) o sistema tem solugao. Se a
solugao é tnica entao a intersecao ¢ um ponto, caso contrario serd uma reta
ou um plano.

As oito posicoes possiveis dos planos 7, my € w3 sa0 as seguintes:

a) os trés planos coincidem,

b) dois planos coincidem e sao paralelos a um terceiro,

c) dois planos coincidem e intersectam ao terceiro ao longo de uma reta,
d) os trés planos sao paralelos entre si,

e) dois planos sao paralelos e o terceiro os intersecta ao longo de retas
paralelas,



f) os trés planos tém uma reta em comum (intersegdo ao longo de uma
reta),

g) os planos se intersectam dois a dois ao longo de retas paralelas,
h) os trés planos se intersectam em exatamente um ponto.

Considere vetores normais aos planos ni, ns € ns.

Se ny - (ng X ng) # 0 (vetores nao coplanares) entao o sistema tem solucao
unica, isto é, os planos se intersectam em um ponto (esta afirmacao se justifica
usando escalonamento).

Consideraremos agora as diferentes possibilidades que podem aparecer
quando n; - (ng X ng) = 0.

1.1 Sistemas com solugao (os planos tém intersecgao
comum)

Se ny - (ny X n3) = 0 os vetores s@o coplanares. Entao teremos, por exemplo
ny = 02 N9 + 03 N3.
Entao necessariamente, para que o sistema tenha solucao deveremos ter
d1 = 09 d2 + o3 d3.
As possibilidades sao:

e Os planos tém intersegao ao longo de uma reta (por exemplo, 1y € ng
nao paralelos, ny = oony + o3ns, e di = 0a9dy + 03d3.

e dois planos sao iguais e o terceiro nao ¢ paralelo.
e 0s trés planos sao iguais (ny = 09ny e N3 = o3ny, do = o9dy e dz = o3dy).

1.2 Sistemas sem solugao (os planos nao se intersec-
tam)

As possibilidades sao as seguintes:

e Trés planos paralelos diferentes,



e Dois planos paralelos (por exemplo 7 e m3) e o terceiro 73 intersecta
m e my de forma que ry = m N3 e 1y = mo M T3 sao retas paralelas.

e Os planos se intersectam dois a dois ao longo de retas paralelas r; =
m N3, 19 = T N, € T3 = Ty (73, € sa0 retas paralelas.

1.3 Exemplos

Exemplo I: Considere os planos

T x + Yy + 2z = 1,
Ty 20+ 2y + 22 = 2,
T3 OT + oY + Dz = d.
Os trés planos sao iguais (caso (a))
Exemplo II: Considere os planos
m: rH+y+z=1,
mo:  2x+ 2y + 2z =2,
m3:  3r+3y+3z=1.
Os dois primeiros planos sao iguais e 73 é paralelo a m e 7 (caso (b)).
Exemplo III: Considere os planos
T o rx+y+z=1,

mo: 20+ 2y + 2z =2,
my: x4+ 2y+ 3z =1.

Os dois primeiros planos sao iguais e w3 os intersecta ao longo de uma reta
(caso (c)).
Exemplo IV: Considere os planos

T T+y+z=1,

To: THY+z2=2,
T3 THy+z=3.

Os trés planos sao paralelos e diferentes (caso (d)).



Exemplo V: Considere os planos

m: x—2y+3z=4,
my: 2x —4y+ 6z =0,
T3 x+y+z=3.

Os planos m; e my sao paralelos e diferentes e w3 os intersecta ao longo de
retas paralelas (caso (e)).
Exemplo VI: Considere os planos
m: T+ 2y —3z=4,
Ty 2x+ 3y + 4z =5,
m3: Az + Ty — 2z =13.
Os planos 7, m e 73 tém uma reta em comum (caso (f)).
Exemplo VII: Considere os planos
T x4+ 2y — 3z =4,

mo:  2x+3y+4z =05,
w31  4dx + Ty — 2z = 3.

Os planos 71, m e 73 se intersectam dois a dois ao longo de retas paralelas
diferentes (caso (g)).



