Algebra Linear I - Aula 5

1. Produto misto.

2. Equagao paramétrica da reta.
3. Retas paralelas e reversas.

4. Equacgao paramétrica do plano.

5. Ortogonalizade.

Roteiro

1 Produto Misto

Dados trés vetores de R3
u = (Ul,UQ,U3), v = (’Ul,UQ,U?,) e w= (U}l,’wg,wg)
definimos o produto misto @ - (o X w) como
Uy Uz U3
u - (T) X U)) =| v1 V2 Vs

wy W2 wWs

Observe que a expressao (u-v) X w nao faz sentido: nao é possivel calcular
o produto vetorial de um nimero (% - ¥) por um vetor.

1.1 Significado geométrico do produto misto

Propriedade 1.1 (Volume e produto misto). O wvalor absoluto
|u- (v x )]

¢ o volume do paralelepipedo de arestas u, v e w.



£

Figura 1: Produto misto

Prova: Para provar a propriedade considere o vetor n = v X w. Suponha
que a base do paralelepipedo contém os vetores v e w. A area A da base é
A = |n| (esta afirmagao segue do significado geométrico do produto vetorial).
Entao, a altura h do paralelepipedo é |u|cos «, onde a é o angulo formado
por n e 4. Portanto, o volume do paralelepipedo é base por altura, isto é,

Ah = |nllu|cosa =|u-n|=|u-v x 0.

Obtemos assim a propriedade. [l

1.2 Propriedades do produto misto

Enumeraremos as principais propriedades do produto misto. Estas proprie-
dades decorrem das propriedades dos determinantes.

e u-(uxv)=0=1u-(vxu), pois uxv =n éortogonal a u, logou-n =10
(v. também pode interpretar como um determinante com duas linhas
iguais).

e O produto misto verifica as seguines relagoes (correspondentes a trocar
a ordem de colunas em um determinante): @ - (0 X W) = —u - (W X v) =
w-(uxv)=w-(vxu), etc.



o i-(Wxw)=0=w-(uxw).

Exemplo 1. Sabendo que

determine

Observe que

Também
w-(uxv)=—-u-(wxv)=1u-(0xw)=2.

2 Equacao paramétrica da reta

s

A FEquagao vetorial da reta reta r que contém um ponto P = (py, pe,ps) € é
paralela ao vetor v = (v, vq,v3) (0 vetor diretor da reta) é

X =P +to,
A equacao paramétrica da reta r é:

$:p1+tU1, y:p2+tU2, Z:p3+tU3, t e R.

Figura 2: Reta

Existem diversas formas de determinar uma reta:



e reta r que contém dois pontos, P = (p1,p2,p3) € Q@ = (¢1,¢2,q3): ©
vetor diretor da reta é PQ = (q1 — p1,92 — P2,q3s — P3) € sua equagao
vetorial é X = P + tPQ),

e reta r que contém um ponto P e é paralela a v: X = P + tv.

Mais tarde veremos retas obtidas como intersegoes de dois planos (equagoes
cartesianas).

Exemplo 2. Determine a intersecao da reta r que contém os pontos
A=1(0,0,1) e B=(1,0,0)

com a superficie z = x% + 2.
Dé também um exemplo de uma reta s que nao intersecte a superficie
anterior.

Resposta: O vetor diretor da reta é o vetor AB = (1,0, —1), e um ponto
da reta é (1,0,0). Logo a equagao paramétrica de r é

(14+t,0,—t), teR.
Devemos encontrar o parametro t tal que
—t=(1+t)2+0% #43t+1=0 t=(-3++5)/2.
Logo os pontos de intersecao sao:
(~1+v5)/2,0,(3-V5)/2) e ((-1-V5)/2,033+5)/2))

Verifique que as respostas estao certas.

Um exemplo de uma reta que nao intersecta a superficie é obtido como
segue. Escolha o ponto (0,0, —1). Veja que este ponto estd abaizo da su-
perficie (faga um desenho e confira). Considere agora a reta s de vetor diretor
(a,b,c) que contém ao ponto (0,0, —1):

s: (at,bt,—1+ct), teR.

Calculemos (ou tentemos calcular) o ponto de intersecao de s e a superficie.
Observe que nao ter intersecdo corresponde a uma equagao sem solucao
(real). Devemos resolver:

o 1+ 4/ —4(a? +b?)

ct — 1 = a*t* + b*t?, 5



Portanto, é suficiente escolher a* + b? > ¢?/4 (radicando negativo). Ou seja
Va?+ b2 >|c|/2 ou Va?+ b < —|c|/2.

Finalmente, verifiquemos que qualquer reta que contém um ponto da
forma (0,0,k), k& > 0, intersecta a superficie. Repetimos os argumentos
anteriores e obtemos o seguinte. Agora a reta s é da forma (at, bt, k + ct),
para calcular as intersecoes devemos resolver:

+ ./ + 4k(a? + b?)
tr k= (24082, t=1S
et (" + 597, 2(a% + b?)

Como o radicando é sempre nao negativo esta equagao tem sempre solucao
real. 0

2.1 Intersecao de duas retas. Paralelismo
Para calcular a intersecao de duas retas r e r/, digamos
r: X =P +tv, r': X = Q + su,
(equagbes vetoriais), devemos ver se o sistema
P+tv=Q + su

tem solucao, onde s e t sao as incognitas.

Se P = (p1,p2,p3), Q@ = (q1,42,q3), U = (v1,02,03), € & = (uy, ug, u3), 0
sistema é

P1—q =Su; —tv;, Py—Qqa=Suy—1tvy, p3—q3=Sug—tus,

onde s e t sao as incognitas. Se o sistema tem solucao os pontos de intersecao
se obtéem substituindo ¢ ou s nas equacoes.
Temos a seguinte interpretagao geométrica do resultado:

e 0 sistema nao tem solucao: as retas nao se intersectam,
e 0 sistema tem solucao:

— solucgao unica: intersecao um ponto,



— infinitas solucoes: retas iguais.

Observacao 1. Temos a sequinte interpretacao fisica. Seja M o ponto de
interse¢ao das duas retas (supondo que o ponto exista) e suponha que o sis-
tema acima tem solucaot =ty e s = sqg. Considere agora um corpo C' saindo
do ponto P e se movimentando com velocidade v. O corpo chegard ao ponto
M em ty segundos. Analogamente, se v. considera um corpo K saindo do
ponto ) e se movimentando com velocidade 6, o corpo K chegard ao ponto
M em sq segundos. Em geral, to e so sao diferentes e 0s corpos nao colidem
no ponto M. Temos que as trajetorias dos pontos (duas retas) se intersectam
mas nao hd colisdo.
Observe que se v. resolve o sistema

P+t =Q+tu

(isto é, v. considera o mesmo parametro para as duas retas!) o que estd
determinando nao € se os corpos C e K passam pelo ponto M (isto € as
retas se intersectam) mas se 0s corpos passam no mesmo instante pelo ponto
M, e portanto hda uma colisao.

Exemplo 3.

er;=(1+t24+t,3+t),teRery=(1-t14+2t,5—1),t €R (as
retas nao se intersectam)

o r1 =3+t 4+t,3+1t),teRery=(3—1t,4—2t,3),t € R (intersecao
em um ponto, no ponto (3,4, 3),

er; = (1+t,2+t34+1t),teRery=(1—-t1+2t145t),t€R,
(interse¢cao em um ponto, no ponto (2/3,5/3,8/3),

o ry=(1+t,24¢3+t),teR ery=(6+2t,7+2t,842t),t € R (retas
iguais).

2.2 Retas paralelas e reversas

Duas retas r1 e 7y sao paralelas se seus vetores diretores sao paralelos, isto é,
u = o v, onde 4 e ¥ sao os vetores diretores das retas.

Observe que dadas duas retas paralelas r; e ro ha duas possibilidades: ou
sao iguais ou sao disjuntas. Em outras palavras, duas retas paralelas que se
intersetam sao iguais. Verifique.

Duas retas sao reversas se nao sao paralelas e nao se intersectam.

6



3 Equacao paramétrica do plano

A equagdo vetorial do plano m que contém um ponto P = (pi,p2,ps3) € é
paralelo aos vetores v = (v1,vg,v3) € w = (wq, wq, w3) é dada por:

X=P+tvo+sw, t,seR.

Os vetores v e w sao vetores diretores ou paralelos ao plano 7.

Observe que um plano pode ter muitos vetores diretores nao paralelos
entre si. Por exemplo, o plano cartesiano z = 0 tem como vetores diretores
(1,0,0) e (0,1,0), e (1,2,0), e também (178,159,0).

X su+to

Figura 3: Plano

A equacao paramétrica do plano 7 acima é

r =p +tuvg+swy,
Yy =po+1Tvy+ sws, t,s € R.
z =p3+tug+ sws,

Observe que ha dois parametros t e s.

Veremos a seguir algumas formas de determinar um plano (alguns exemplos):

e plano que contém trés pontos nao colineares, P = (py,p2,p3), @ =
(¢1,G2,q3), € R = (r1,re,r3): dois vetores paralelos ou diretores do

plano sao PQ) e PR. O fato dos pontos nao serem colineares garante
que os vetores nao sao paralelos. A equacao vetorial é:

X=P+tPQ+sPR, tscR,



e plano que contém um ponto P e a reta r: Q) + tv (que nao contém
P): dois vetores diretores ou paralelos do plano sdao PQ) e v, a equagao

vetorial é o
X=P+ tPQ+sv, t,seR,

e plano que contém dois pontos P e R e é paralelo a reta r: Q +tv (que
nio contém P nem R): os vetores paralelos do plano sio PR e o, e
temos

X=P+tPR+s0v, tsckR,

Note que pode nao existir tal plano (porqué?, dé um exemplo dessa
situagao), assim devemos verificar se () satisfaz a equacao obtida.

e plano determinado por duas retas paralelas diferentes r: QQ + tv e
r': P+ tv: os vetores diretores do plano sao P(Q e v, e a equacao
vetorial ou paramétrica é

X=P+tPQ+sv, tscR,

e plano determinado por duas retas r: Q-+t v er’: P+t w e nao paralelas
com interse¢ao nao vazia: os vetores paralelos do plano sao v e w, e a
equacao é

X=P+tw+sv=Q+tw+sv,t,s eR.

Exercicio 1. Ilustre com exemplos todas as situacoes descritas acima.

3.1 Intersecao de planos. Paralelismo

Para calcular a intersecao de dois planos procedemos exatamente como no
caso das retas. Neste caso teremos um sistema de trés equagoes (correspon-
dentes as coordenadas x, y e z) e quatro incégnitas (os parametros s e t do
primeiro plano, e a e # do segundo). Sistemas sem solugao correspondem a
planos que nao se intersectam.

Dizemos que dois planos 7 e p sao paralelos se sao iguais ou nao se inter-
sectam. Temos os seguintes casos para a interse¢ao de dois planos:

e planos paralelos (iguais ou distintos) e

e planos cuja intersecao ¢ uma reta.



Exercicio 2. Usando o método de escalonamento veja que se dois planos se
intersectam em um ponto, entdo existem infinitas interse¢oes (uma reta ou
o prdprio plano, quando os dois planos sao iguais).

Figura 4: Intersecoes de planos

Exemplo 4. Determinar a intersecao do plano m que contém os pontos
(1,2,3), (2,3,1) e (3,2,1), e o eizo X.

Resposta: Dois vetores diretores de 7 s@o, por exemplo, (1,1,-2) e
(1,—1,0). Logo uma equagao paramétrica de m é

(I+t+s,2+t—53-2t), t,seR.

A equag@o paramétrica do exio X é (m,0,0), m € R. Logo para calcular a
intersecao devemos resolver

m=1+t+s, 0=24+t—s, 0=3-2t
Ou seja, t =3/2, s =7/2 e m = 6. Logo o ponto é (6,0,0). O

4 Ortogonalidade

Duas retas sao ortogonais quando se intersectam e seus vetores diretores sao
perpendiculares (ou seja, seu produto escalar igual a zero)

Exemplo 5. As retas (1+t,2+1t,1—1t) e (2+t,3+1,2t) sao ortogonais.

Uma reta é ortogonal a um plano quando seu vetor diretor é ortogonal
a qualquer vetor paralelo ao plano (mais tarde voltaremos a esta questao,
depois de introduzir equagoes cartesianas).



