Algebra Linear I - Aula 4

1. Determinantes (revisao).
2. Significado geométrico.

3. Célculo de determinantes.
4. Produto vetorial.

5. Aplicagoes do produto vetorial.

Roteiro

1 Determinantes (revisao rapida)

1.1 Calculo de determinantes

Em primeiro lugar, lembramos como calcular determinantes 2 X 2 e 3 X 3 e
introduziremos uma notagao para o determinante.
Determinantes 2 x 2:
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Neste caso, dizemos que desenvolvemos o determinante pela primeira linha.
E possivel desenvolver o determinante usando outras linhas (ou colunas),
obtendo o mesmo resultado. O desenvolvimento pela segunda linha fornece:
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Finalmente, o desenvolvimento pela terceira linha é:

a b oc b ¢ a ¢ a
d e fl=yg —h ‘—i—i
g b e f d f d

De forma mais geral, consideramos o determinante

ail aig Aais
a21 A2z A23
az1 asz Gas3

e denotamos por A;; o determinante 2 X 2 onde eliminamos a i-ésima linha
e a j-ésima coluna. Por exemplo,

Az = 22

a32

21
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Temos que o desenvolvimento do determinante pela i-ésima linha é
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= (—1)i+laz‘1 A + (—1)”2%2 Aix + (_1)i+3ai3 Ajs.

De forma similar, o desenvolvimento do determinante pela i-ésima coluna é

ai
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= (—1)1+iau Ali —+ (—1)2“@27; Agi -+ (—1)3Ha3i Agl'.

Obviamente, a melhor estratégia é desenvolver o determinante por uma linha
ou coluna com “muitos” zeros.

Notagao: Considere os vetores de R?

u= (ul,U27U3),

v = (v1,v9,03) € w= (w1, ws,ws).

Usaremos a seguinte notagao: det(u, v, w) representa o determinante que tem
por linhas as coordenadas dos vetores u, v e w:

Uy Uz U3
V1 V2 U3
w; w2 w3



1.2 Propriedades dos determinantes

Os determinantes verificam as seguintes propriedades (que formularemos para
determinantes 3 x 3):

e Dado qualquer nimero real o, det(u,ou,w) = 0 = det(u,v,ou) (um
determinante com uma linha proporcional a outra é nulo).

o det(u,v,w) = —det(v,u, w) = — det(w, v,u) (ao permutar duas linhas
de um determinante este muda o sinal).

o det(u+ v, v,w) = det(u,v,w) + det(v', v, w).
e Dado qualquer niimero real o se verifica,

det(ou, v, w) = det(u, ov, w) = det(u, v, cw) = o det(u, v, w).
Exercicio 1. Verifiqgue as propriedades acima para determinantes 2 X 2.

As propriedades anteriores também podem ser formuladas usando colunas
em vez de linhas (verifique no caso 2 x 2).

1.3 Exemplos de calculo de determinantes

A seguir calcularemos alguns determinantes usando as propriedades dos de-
terminantes da se¢ao precedente (operagdes com linhas e/ou colunas).

Exemplo 1. Verifique que

1 1 1
a b ¢ |=(0b—-a)(c—a)lc—0D).
@2 D2

que

1 1 1 0 0
a b c¢c|=|a b-—a c—a
2 2 2 P A—a



Agora, desenvolvendo pela primeira linha, temos:

1 1 1
b | b—a c¢c—a | b—a c—a
52 22 P —a® 2—-a?| | (b—a)(b+a) (c—a)(c+a)

Como (b —a) e (¢ — a) multiplicam a primeira e a segunda coluna temos

1
1 1
2 bb2 el =b-ale—a)l 4 <C+a)‘:
1 0
=b-ale=a | 41 g (c—b)"

Na tltima operagao consideramos a segunda coluna menos a primeira. Agora
é suficiente desenvolver o determinante pela primeira linha.

Exemplo 2. Calcule o determinante

3333 3333 3333
6666 6667 6668
9999 1000 1002

Consideramos as seguintes operacoes com as linhas: segunda menos 2
vezes a primeira, e terceira menos 3 vezes a primeira:

3333 3333 3333 3333 3333 3333
6666 6667 6668 | = 0 1 2
9999 1000 1002 0 1 3

Portanto,
3333 3333 3333 1
6666 6667 6668 | =3333 | 0
9999 1000 1002 0

—_ =
W N =

Desenvolvendo o 1ltimo determinante pela primeira coluna obtemos

111
01 2 :H 2‘23_2:1
01 3



Portanto,
3333 3333 3333

6666 6667 6668 | = 3333.
9999 1000 1002

Exemplo 3. Sem calcular diretamente verifique que

sina cosa sin(a + 0)
sinf cosf sin(f+46) | =0
siny cos7y sin(y+9)

Observe que
sin(a + ) = sina cos § + sind cos a.

Portanto,
sina cosa sina cosd + sind cos o
sin(3 cosf sin( cosd + sind cosf
siny cosy sinvy cosd +sind cosy

Pelas propriedades dos determinantes, este nao muda se restamos da terceira
coluna (cosd) vezes a primeira coluna mais (sind) vezes a segunda coluna.
Mas este resultado fornece uma coluna (a terceira) formada exclusivamente
por zeros. Desenvolvendo por esta coluna obtemos o resultado.

2 Interpretacao geométrica dos determinan-
tes 2 X 2: Area de um paralelogramo.

Significado geométrico do determinante: O walor absoluto do determi-

nante
a b

c d

’ = |ad — be|.

¢ igual a drea do paralelogramo P que tem por vértices a origem e os pontos
A= (a,b) e B=(c,d).

Observe que a area do paralelogramo anterior é independente da escolha
do quarto vértice. Veja figura. Escolheremos o quarto vértice C' do paralelo-
gramo P da forma C' = (a + ¢, b+ d).
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Figura 1: Paralelogramos com vértices 0, A e B

Estratégia: Para obter o resultado transformaremos o paralelogramo P em
um paralelogramo da mesma area com lados paralelos aos eixos coordena-
dos e tendo a origem como vértice. Portanto, calcular a drea deste novo
paralelogramo é muito simples!.
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Figura 2: Significado geométrico do determinante

Passo 1: A drea de P é igual a area de qualquer paralelogramo P’ com
vértices 0, A e B' e ', onde B’ e (' estao na reta r determinada pelos
pontos B e C' (veja a figura). A afirmagao decorre da férmula drea de P,

area(P) = (b)ase x (h)altura,

todos estes paralelogramos tém a mesma base b (o segmento 0A) e a mesma
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altura h:
h = |0B|sinb,

onde 6 ¢é o angulo formado pelos segmentos 0A e 0B. Veja a figura.

Dos paralelogramos acima, escolheremos o que tem o vértice B’ no eixo
Y. Para determinar B’ devemos calcular as coordenadas da intersecao da
reta r contendo a B e C' e 0 eixo Y. A equagao paramétrica da reta r acima
é

r: (c+ta,d+1tb), t € R.

A reta r intersecta o eixo Y quando t = —c/a. Logo o ponto de intersegao
da reta r e 0 eixo Y é

B'=(0,d — (cb)/a).

Passo 2: A drea de P’ é igual a drea de qualquer paralelogramo P com
vértices 0, A e B' e (', onde A e ('’ estdo na reta s determianda pelos pontos
Ae (' (veja afigura). Observe que s reta s é paralela ao eixo Y e sua equagao
paramétrica é

s: (a,d+1t),t € R.

Escolhemos A como o ponto de intersecao de s com o eixo X, ou seja A =
(a,0).

Passo 3: O retangulo P tem como vértices os pontos

~

(0,0), B '=(0,d—(cb)/a) e A= (a,0).

Portanto, sua area é
a(d— (cb)/a) = ad — cb,

que é exatamente o determinante procurado.

3 Produto vetorial

Definigao: Dados vetores @@ = (uy,us,u3) € U = (vq,v9,v3) de R3 definimos
o produto vetortal 4 X v como o vetor
)

i j k
UXV=| U Uy U3 :(

onde

Uz U3
Vg U3

U U3
U1 U3

Uy U2
U1 V2

, —

i=(1,0,0), j=(0,1,0) ¢ k=/(0,0,1).



3.1 Propriedades do produto vetorial
e O vetor u x v é ortogonal aos vetores u e v, isto é,
u-(uxv)=v-(uxv)=0.

Para provar a afirmacao é suficiente interpretar « - (4 X ¥) como um
determinante com duas linhas iguais. Veja que

o Uy U3 Up us Uy U2
u-(uxv) = (uy,ug, uz)- , , =
Vg Vs U1 U3 U1 V2
Uz U3 Uy us Uy Uz
= U — U2 + usg =
V2 U3 V1 U3 V1 Vg
Uy Ug Usg
= | Uy Uy U | = 0.
U1 V2 Us
e U X 0= —0Xxu (atroca da ordem de duas linhas de um determinante

muda o sinal).

e uxu =0 (um determinante de uma matriz com duas linhas iguais vale

Z€r0).
o (u+u)xv=(uxv)+ (a x0v),
e (ou) x v =o0(u x v), para todo o € R.

e u X v =0 se, e somente se, os vetores 4 e v sao paralelos (17 = 071).

Também temos as seguintes propriedades:

e O médulo do produto vetorial u x v é a area de um paralelogramo
de lados @ e v, (lembre o significado geométrico de um determinante
dois por dois como area de um paralelogramo).

e O médulo do produto vetorial verifica a férmula:
|lu x of| = [[al|[|v]| sen av,

onde « é o angulo entre os vetores u e v.



e Orientacao do vetor u x v: o sentido de u X v pode ser determinado
usando a regra da mao direita, se # é o angulo formado pelos vetores
u e v, eu é girado um angulo até coincidir com v, se os dedos da mao
direita se fecharem no sentido desta rotacao entao o polegar aponta no
sentido de w x v. Dito de outra forma, primeiro colocamos o canto da
mao coincidindo com o primeiro vetor com a parte que corresponde ao
dedo polegar sobre a origem do vetor. Depois fazemos girar a mao até
coincidir con o vetor v (usando o caminho mais curto), deste jeito, o
polegar apontara no sentido do vetor u X v.

Exemplo 4. Verificam-se as igualdades
ixj=k, ixk=-j jxk=i
Observacao 1. Nao ¢ vdlida, em geral, a formula
ux (0xw)=(ux0)xw.
Por exemplo,
i x (j x j) = 0
pois j x j=0). Porém
(ixj)xj=kxj=-i

Portanto, a expressao u X v X w nao tem sentido: sao necessdrios parénteses
para saber quais sao os produtos vetorias que devemos calcular.

4 Aplicacoes do produto vetorial

4.1 Calculo da area de um paralelogramo

Exemplo 5. Determine a drea do paralelogramo de vértices (0,0,0), (1,2,3)
e (2,1,1).

Resposta: A drea é igual ao médulo do produto vetorial dos vetores (1,2, 3)
e (2,1,1). Temos que

(1,2,3) x (2,1,1) =

RO =

j k
2 3 |=(-1,5,-3).
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Verifige que este vetor é ortogonal aos vetores (1,2,3) e (2,1,1). Temos

1(=1,5,3)|| = V1+52 + 3% = V/35.

Portanto, a area é v/35. ([

Questao 1. O quarto vértice do paralelogramo do exemplo anterior estd
determinado? Quantas possibilidades existem? (um desenho ajuda, veja os
desenhos do significado geométrico do determinante).

Exemplo 6. Considere um paralelogramo P cujos vértices sao a origem, o
ponto A = (1,2,3) e um terceiro vértice C' na reta (t,t,t). Determine C' de
forma que o paralelogramo P tenha drea 1.

Resposta: Para cada t, sejam C; = (t,¢,t) e P, um paralelogramo com
vértices (0,0,0), (1,2,3) e (t,t,t). A 4rea de P, é [t| /6 (justifique). Logo o
ponto procurado é (por exemplo) C' = (1/v/6,1/v6,1/v6).

Existem outras possibilidades? Em caso Caso afirmativo determine os
diferentes casos. O

4.2 Calculo de vetores ortogonais a dois vetores dados
uew

Observe que dados dois vetores # e v para determinar um vetor ortogonal
aos dois vetores é suficiente calcular u x v.

Exemplo 7. Determine um vetor ortogonal a u = (1,2,3) e v = (2,1, 1).

Resposta: Por exemplo, o vetor u x v = (—1,5, —3) (verifique, usando o
produto escalar, a ortogonalidade). ([l
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