Algebra Linear I - Aula 15

1. Composicao de transformacoes lineares.
2. Produto de matrizes.

3. Determinante do produto de matrizes.

1 Composicao de transformacoes lineares
Considere duas transformacoes lineares T e L,
T:R™ - R L[:R"— R

Se ¢ é igual a m temos que dado um vetor u de R"™ sua imagem L(u) estd
em R’ = R™, que é o dominio de T, portanto podemos aplicar T a L(u),
obtendo T'(L(u)). Neste caso podemos definir a composigao T o L como

T o L(u) =T(L(u)).

Analogamente, se k é igual a n, dado qualquer vetor v de R™ sua imagem

T(v) estd em R = R™, que é o dominio de L, portanto podemos aplicar L a

T(v), obtendo L(T'(v)). Neste caso podemos definir a composicao Lo T.
Dadas duas transformagoes lineares

T:R™ - RF L:R"—R™,

a composicao T o L
TolL:R"— R,

é uma nova transformacao linear:

e ToL(u+v)=T(Llu+v))=T(L(u)+ L(v)) = T(L(u)) + T(L(v)) =
ToL(u)+ToL(v),

o ToL(ou)=T(L(ou)) =T(cL(u)) = oT(L(u)) = o(T o L(u)).



Observacao: Como no caso do produto de matrizes, a composicao de
transformacoes lineares nao é comutativa. Em alguns casos a composicao
T o L pode estar definida e a composicao L oT nao. Mesmo quando as duas
composigoes estao definidas pode acontecer que T'o L # Lo T.

Veremos a seguir alguns exemplos:

(1) Considere os cisalhamentos
T(x,y) = (z+ayy), e Ly =(z,6z+y).
Entao

LoT(x,y)=L((x+ay,y)) =(x+ay,y+Bay+Br),

TolL(x,y) =T((z,fr+y)) =(r+ay+afz,y+ fz),

que obviamente sao (em geral) diferentes.

(2) Seja T : R® — R3 a transformagao linear projegao ortogonal na reta
(,0,0) e seja L : R? — R? a transformagao linear definida por

L(v) =v xu, ondewu=(1,—-1,1).
Entao

LoT(z,y,2z) = L((x,0,0)) = (0, —z, —x),

TOL<$,y,Z) :T((y—l—z,—x—i—z,—x—y)):(y—i-z,0,0)

que sao obviamente transformacoes lineares distintas, por exemplo:

LoT(1,2,3) = L((1,0,0)) = (0, -1, —1),

mas

To L(1,2,3) = T((5,2,—3)) = (5,0,0)

Observe que, neste caso, LoT (v) = ToL(v) se, e somente se, v = (0, k, —k), k €
R. Nestas condigoes LoT(0, k, —k) = T o L(0,k, —k) = (0,0, 0) o que mostra
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que essas transformacgoes, LoT e T o L, nao sao injetoras. Verifique também
que elas nao sao sobrejetoras!

(3) Seja T : R*> — R3 a transformacao linear definida por T'(z,y) =
(r,y,7 +y) e seja L : R® — R? a transformacao linear definida por
L(z,y,2) = (2z,y + z). Entao

LoT(z,y) = L((z,y,z+y)) = (2z,z + 2y),

TolL(x,y2)=T(2x,y+2) = Qz,y+ 22 +y+2)

que sao obviamente transformacgoes lineares distintas. Observe inclusive que
LoT :R? — R? enquanto que T o L : R — R3,

Vale a pena vocé conferir que, neste caso, L o T é injetora e sobrejetora
enquanto que 7' o L nao ¢ injetora nem sobrejetora.
(4) Seja T : R? — R? a transformagao linear identidade, ou seja, T'(z,y) =
(z,y) e seja L : R? — R? a transformagao linear definida por L(z,y) =
(x,0,y). Entao

LoT(z,y) = L((z,y)) = (x,0,y),

mas, neste caso T o L nao esta definida.

Para pensar: apresente, se possivel, duas transformacoes lineares T e L
de modo que para todo vetor v se tenha T o L(v) = Lo T(v). Nao vale
T=L=1Id nemT(v) =2 e L(w) = 3w e coisas similares!

2 Produto de matrizes
A seguir calcularemos a matriz associada a composicao de duas transformacoes
lineares. Por simplicidade, faremos os célculos em R?, os célculos em R? sao

idénticos.

Sejam T e L transformacoes lineares cujas matrizes sao

n-(i ) w-(34)

Para determinar a matriz de LoT é suficiente calcular LoT'(1,0) e LoT(0, 1),
que serao as colunas da nova matriz.



LoT(1,0) = L((a,b1)) = a1 L(1,0) + by L(0,1) =
=ay (c1,dr) + by (co,dy) =
= (a1 ¢c1 + by ca, a1 dy + by dy).

LoT (O, ].) == L((ag, bg)) = Q9 L(]., O) + bQ L(O, 1) =
=ay (c1,d1) + by (co,dy) =
= (CLQ C1 + b2 Co, A2 dl + bg d2>

Obtendo a nova matriz:

[LOT]: Cla1+02b1 ClCL2+CQbQ
d1a1+d2b1 d1a2+d2b2. '

Finalmente, observamos que os célculos feitos para calcular o produto de duas
matrizes fornece a seguinte regra geral. Considere os vetores ¢ = (¢y,¢3) €
d = (di,ds) que determinam as linhas de [L], e os vetores u = (a,b) e
v = (ag, by) que determinam as colunas de [T]. Temos a seguinte expressao:

= (5 5 )

Dessa forma, vamos verificar a matriz associada a composicao de duas trans-
formagoes lineares nos quatro exemplos que apresentamos acima:

(1) L e T sao dois cisalhamentos definidos por:

T(z,y) = (v +ay,y), e Lx,y)=(r,0z+y).

Nestas condigoes:

pen=win=(5 1) (o 1) =(5 us’er)

reamo-(31)(54)- (57 9)-

(2) T : R® — R3 ¢ a transformagao linear projegao ortogonal na reta (¢,0,0)
e L : R® — R3 ¢ a transformacio linear definida por L(v) = v x u para
w=(1,-1,1).



Nestas condigoes:

0 1 1 100 0 00
[LoT|=[LT]=] -1 0 1 000 ]=[-100
~1 -1 0 000 ~1 0 0

€
100 0 1 1 011
[ToLl=[T|[L]=| 0 0 0 -1 0 1]=[000
000 -1 -1 0 00 0

(3) T : R? — R3 ¢ a transformacao linear definida por T'(z,y) = (z, y, z+vy)
e L:R3> — R? 6 a transformacao linear definida por L(z,y, z) = (2z,y+ 2).
Nestas condigoes:

10
orr=wim=(g Y 7)o 1)=(13)
10 200

2 00
Tol]=[T)L]=| 0 1 (o011
11 <011) 2 11

(4) T : R? — R? ¢ a transformacao linear identidade, ou seja, T'(x,y)
(z,y) e L : R? — R3 ¢ a transformagao linear definida por L(x,y) = (z, 0,
Nestas condigoes:

y).
10 10 10
LoT|=[L)T]=| 0 0 (01>: 0 0
01 01
e o produto de matrizes [T][L] nao esta definido.

3 Determinante do produto de duas matrizes

Considere as matrizes triangulares

a(it) (i)
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Denote por det[M] o determinante de uma matriz quadrada (mesmo nimero
de linhas que de colunas). Observe que

det[A] =ac det[B]=df.

Observe que

s =y = (4“5

e que

det[AB] = (ad) (c f) = det[A] det[B].

Neste caso temos que o determinante da matriz produto € o produto dos de-
termainantes.

De fato, sempre, o determinante do produto de duas matrizes (quadradas)
¢ o produto dos determinantes das duas matrizes. Uma justificativa é a se-
guinte: reduzindo a forma escalonada, o determinante nao muda, assim a
afirmacao decorre da afirmagao sobre o produto de matrizes triangulares.

Os exemplos (1) e (2) da se¢do acima, envolvem a composigao de trans-
formacoes lineares de dominio e contra-dominio iguais. Logo, as matrizes re-
presentantes dessas transformacoes sao quadradas e, desta forma, é possivel
calcular seus respectivos determinantes. Observe que, nestes casos, o deter-
minante da matriz representante da transformacao composicao é o produto
dos determinantes das matrizes de cada uma das transformacoes envolvidas
na composicao. Conferindo entao, temos:

(1) L e T sao dois cisalhamentos definidos por:
T(x,y)=(x+ayy), e Llzy =(=Fz+y).
Nestas condigoes:

=1.-1=

det[L o T] = det[L] det[T] :‘ 1 (1J H 1 a

164 1

1 o 1
B af+1|

(2) T : R® — R? é a transformagao linear proje¢ao ortogonal na reta (¢, 0,0)
e L : R® — R3 ¢ a transformacdo linear definida por L(v) = v X u para
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u=(1,—1,1). Nestas condigoes:

det[L o T] = det[L]det[T] = | —1



