Algebra Linear I - Aula 13

1. Determinacao de uma transformacao linear.
2. Matrizes.

3. Forma matricial de uma transformacao linear.

1 Determinacao de uma transformacao linear

Uma transformacao linear T fica totalmente determinada quando sao conhe-
cidas as imagens dos vetores de uma base do espaco de saida de T' (dominio).
Por exemplo, suponhamos que T é uma transformacao linear cujo dominio é
R3. Seja 3 = {v1, v2, v3} uma base de R? e suponha determinadas as imagens
dos vetores da base:

wyp = T(Ul), Wo = T(UQ), W3 = T(’U3).
Como [ é uma base temos que dado qualquer vetor v € R3,
U= AU+ AUy + A3 U3

para certos (Unicos) A, A2 e A3. Portanto, como T é uma transformagao
linear,

T(U) = T(/\l V] + /\2 V9 + )\3 ’03) = /\1 T(Ul) + )\2 T(Ug) + )\3 T(’U3) =
= )\1w1 —I—)\2w2 +/\3w3,

logo a imagem T'(v) de qualquer vetor v estd determinada pelas imagens dos
vetores da base (3.

Exemplo 1. Estudas se existe uma transformacao linear T: R3 — R? tal
que

1,1) =(1,1
1,1 (
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Resposta: Observe que os vetores (1,0,1),(1,1,1) e (1,1,0) formam uma
base de R3. Para isto ¢ suficiente verificar que nao sao coplanares (ou que
s@o linearmente independentes),

(1,0,1) - ((1,1,1) x (1,1,0)) = = —14#0.
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Consideramos a base

g ={(1,0,1),(1,1,1),(1,1,0)}

Portanto, caso a transformacao linear T' exista, ela esta totalmente determi-
nada pelas imagens dos trés vetores da base (3. Verifique que:

(3,1,1) =2(1,0,1) — (1,1,1) + 2(1,1,0).
Portanto, como T ¢ linear,

T(3,1,1) =27(1,0,1) = T(1,1,1) +2T(1,1,0) =
—2(2,1) — (1,1) +2(2,3) = (7,9) # (5,6).

Portanto, nao existe tal transformacao linear. 0

Exemplo 2. Determine uma transformacao linear T que transforme o pa-
ralelogramo de vértices

A=(0,0), B=(21), C=(1,4) ¢ D=(3,5),

(0s lados do paralelogramo sao os segmentos AB, AC, BD e CD) no para-
lelogramo de vértices

A'=A=(0,0), B =(-1,-1), " =(2,6), e D'=(1,5),
(0s lados sao A'B', A’/C’', B'D" e C'D’).

Resposta: Pelas afirmacgoes acima, uma estratégia é considerar a trans-
formacao que leva os lados do primeiro retangulo nos lados do segundo. Mais
precisamente, considere os vetores

u=AB = (2,1), = =
w=AB =(-1,-1), (=AC =(2,6)
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e a transformacao linear 7" definida por
Tu)=T2,1)=w=(-1,-1), T(v)=T(1,4) =(2,6) = /.

Como {(2,1),(1,4)} é uma base de R?, a transformacao T estd totalmente
determinada. Por construgao, T' transforma os vértices do primeiro para-
lelogramo nos vértices do segundo paralelogramo (confira). Afirmamos que
também transforma os lados do primeiro paralelogramo nos lados do segundo
paralelogramo.

Vejamos, por exemplo, que T' transforma o segmento (lado) BD no seg-
mento (lado) B’D’. Observe primeiro que o segmento BD estd formado pelos
pontos X tais que

OX =AX =AB+tAC =u-+tv, ondete€[0,1].

Analogamente, o segmento B'D’ estd formado pelos pontos Y tais que

OY = AX =AB +tAC' =w+1tl, ondetel01]
Considere um ponto X do lado BD, entao, como T ¢ linear,
OY =T(OX)=T(u) +tT(v) =w+tl, ondetc]|0,1].

Portanto, o extremo Y do vetor T(OX) verifica a condicdo de pertencer ao
segmento B'D’. Portanto, a imagem do lado BD do primeiro paralelogramo
esta contida no lado B'D’ do segundo paralelogramo. Para ver a inclusao em
sentido contrério, considere qualquer ponto Y do segmento B'D’ e escreva

OY =w+tl, ondete€l0,1].
Por defini¢ao, temos,
OY =w+tl=T(u)+tT(w)=T(u+tv)=T(0X).

Como t € [0, 1], temos que o ponto X pertence ao lado BD.

Um raciocinio idéntico (que omitimos) mostra que a transformacao leva
os lados AB, AC', BD e C'D do primeiro paralelogramo nos lados A'B’, A'C",
B'D" e C'D’, respetivamente, do segundo paralelogramo. O



2 Matrizes

Uma matriz n x m (onde n representa o nimero de linhas e m o ntmero de
colunas) M é definida como segue:

11 Q12 .. al,m

Q21 Q22 ... QA2m
A= . : .

Qp1 Ap2 ... Qpm

Dizemos que (a;1,a;2,aj,) é a j-ésima linha de A e que (a1, az2;,a,;) é a
j-ésima coluna de A. Quando n = m, dizemos que a matriz é quadrada.
Dadas duas matrizes A e B das mesmas dimensoes n X m,

11 Q12 .. a1.m bl,l bLQ P bl,m

g1 A22 ... Q2m 52,1 b2,2 s b2,m
A= . . . s B = . . )

pi QAp2 ... Qpm bpi bna ... by,

definimos a soma e a substracdo de matrizes S = A+ Be D = A— B, como
segue,

a1 +bii aig+bia ... aimt+big
as1 +bay azo+bas ... agmt+bay,

S = . . . ;
Qp,1 + bn,l Ap 2 + bn,Q N + bn,m

e

11 — bl,l aio — b1,2 oo Qi — bl,m
21 — 52,1 A29 — b2,2 ce. Qo — b2,m

D= . . ;
Qp1 — bn,l ap 2 — bn,Q cee Qpm — bn,m

isto é, S e D sao matrizes das mesmas dimenoes n X m que A e B, onde os
coefientes s; ; e d; ; das matrizes soma S e substracao D sao:

Sig = Qij +big, dij=ai;— by

A multiplicacao da matriz A pelo escalar A é a matriz E, n X m, cujos
coeficientes sao

Cij = Adij.
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Finalmente, dadas matrizes A, n x m, e B, r X k, o produto P = A B esta
definido quando r = m e ¢ uma matriz n X k, o coeficiente p; ; da matriz
produto é dado por

Pig = ipbrg+ aigboj+ -+ Qim by

Mais tarde veremos como o produto de duas matrizes aparece de forma na-
tural: a regra de multiplicacao ficara clara quando estudemos a composicao
de transformacoes lineares.

V. pode interpretar os coeficientes da matriz produto como segue. Escreva

11 Q12 .. a1,m 51

Q21 Q22 ... a2 m EQ
A= . S : = . 1

Ap1 Qn2 - Qpm 4,

onde cada ¢; é um vetor linha de R™ da forma

l; = (%1, a;2, . .- 7ai,m)-
Analogamente, escreva
6171 6172 e bl,k’
bg’l bg’z e bQ’k
= . . . = C1 Cy Cg
b1 bm2 .. bmk

cada ¢; ¢ um vetor coluna de R™ da forma

Entao, p; ; ¢ obtido como o produto escalar dos vetores ¢; e c;,
pij =ti-cj.

Observe que o produto A B de duas matrizes pode estar definido e o
produto B A pode nao esta-lo. Por exemplo, se a matriz A é 3 x 2 e B é



2 x 1. Neste caso A B é uma matriz 3 X 1 e nao é possivel fazer o produto
B A.

Também pode acontecer que os dois produtos estejam definidos e os re-
sultados dos produtos serem matrizes de dimensoes diferentes. Por exemplo,
se Aé3x2eBé2x3, temos que A B esta definido e é uma matriz 3 x 3,
e A B também esta definido e é uma matriz 2 x 2. Portanto, o produto de
matrizes nao é (em geral) comutativo: mesmo quando as matrizes A Be B A
tém as mesmas dimensoes. Um exemplo desta situacao é

=(21) = (1)
() GG )
pa=(01) G 1)=(2)

Portanto, os dois produtos estao definidos, porém

Temos

AB# BA.

3 Forma matricial de uma transformacao li-
near

Lembramos que se T e L sao transformacoes lineares de R? em R? e de R?
em R? sao da forma:

T: R — R3,

T(x,y,z) = (a1x+ayy+azz,byx+byy+bsz,cix+coy+csz2),
L:R? - R,

L(z,y) = (a1 + agy, by x + ba ).

Observe que

T(]_,0,0) = (al,bl,cl),
T(O, 1,0) = (ag,bg, Cg),
T7(0,0,1) = (as, bs, c3),
L(LO) = (al,bl),
L(0,1) = (az, bs)



As transformacoes lineares T' e L tém as seguintes representagoes matri-
ciais (representando os vetores na sua forma coluna):

T ay ag as T T a a T
[T] Yy = b1 bg b3 Yy s [L] = ! 2 .
y b b Y
z Ci1 C2 C3 z

Isto significa que se escrevemos um vetor v na forma coluna [v] e fazemos o
produto das matrizes [T'] [v] obtemos como resultado o vetor T'(v) na forma
coluna: seja v = (z,y, z), entao

T
=1 v
z
e
T a; ay as T a1 x+ayy+asz
[T] Y = b1 bg bg Y = bll’—i‘be—'—ng
z c1 Cy C3 z C1T+CyY+cC32

Pelos comentarios ja feitos temos a seguinte interpretacao das colunas da
matriz [T7].

e A primeira coluna é a imagem de 7T'(1,0,0),
e a segunda coluna é a imagem de 7'(0,1,0),
e a ultima coluna é a imagem de 7°(0,0, 1).

Comentérios andlogos podem ser feitos para a matriz [L].



