Algebra Linear I - Aula 12

1. Rotagoes no plano.
2. Projecoes
3. Espelhamentos

4. Caso geral.

Roteiro

1 Exemplos de Transformagoes lineares (con-
tinuacao)

1.1 Rotacoes no plano
A Rotagao no plano de angulo # no sentido anti-horério é definida como:

Ry(z,y) = ((cos @) x — (senB)y, (cosb )y + (senf) z),

veja a Figura 1.
Esta transformacoe é uma caso particular das descritas acima, onde

a=-cosl), b= —senl), c=senf e d=cosb.

Calcularemos o angulo formado entre um vetor u e sua imagem Ry(u), e
veremos que este angulo é #. Considere o vetor u = (a,b). Primeiro veremos
que os modulos de u e Ry(u) sdo iguais:

[Ro(a,b)> = ((cos8)?a® + (sen ) b — 2 (cos ) a (sen ) b+
+(cos )22 + (sen 0)2 a2 + 2 (cos 0) a (sen 0) b =
= ((cos0)? + (sen 0)?) a® + ((cos 0)? + (sen 0)?) b*) =
= a2+ b = |(a,b)[%
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Re(u)

Figura 1: Rotacao

Por outra parte, e como |u| = |Ry(u),
u Ro(w) = lul [ Ro(w)] cosa = [uf? cosa,
onde « é o angulo formado por u e Ry(u). Calculemos agora o angulo a.
(a,b) - Ro(a,b) = (a,b)-((cosf)a — (senB)b,(cosh)b+ (senh)a) =
= (cosf) a® — (sen®) ab+ (senf)ab+ (cosb) b* =
= (cos®) (a* + b?) = cos b |u|*.

Das duas féormulas anteriores temos que o angulo entre u e Ry(u) é exatamente
o angulo de rotacao 6.

Usando o mesmo tipo de raciocinio v. pode provar que o angulo entre os
vetores u e v é igual ao angulo entre Ry(u) e Ry(v). Deixamos a prova da
afirmacao como exercicio.

1.2 Projecao em uma reta r

Estudaremos agora a transformacao linear T projecio em uma reta r de R?
na diregao do vetor v, onde a reta r contém a origem e o vetor v nao é
paralela a reta, veja a Figura 2.

Esta transformagao é definida como segue. Considere a reta de projegao
r de equacao cartesiana ax + by = 0 e o vetor v = (¢,d) que determina a



Figura 2: Projecao nao ortogonal em uma reta

dire¢ao de projegao. A imagem do vetor u = (uy,us) é o vetor OP, onde P
¢é o ponto de intersecao das retas s de equagao paramétrica

s: (ug +tc,ug +td), teR,

e a reta r de projegao, r: ax + by = 0 (equagao cartesiana). Determinaremos
o valor de t que fornece o ponto de intersecao,

a(uy +tc)+b(ug+td) =0, tlac+bd)=—(auy + bus),

isto é,
~ —(auy +buy)
ac+bd
Observe que se verifica
ac+bd#0,
isto decorre do fato da direcao de projecao nao ser paralela a reta de projecao,
ou seja (¢,d) nao é ortogonal ao vetor normal n = (a,b) da reta (isto é,

0+# (¢,d) - (a,b) =ac+bd). Logo

ac+bd » 2 ac+bd

T(ur, uz) = <u1 -

acuy + bcus adul—l—bduQ)

Pela discussao acima, T' é uma transformacao linear.

Outra forma de obter a transformagao anterior é a seguinte. Considere
uma base 3 = {u,v} de R? tal que u é um vetor diretor da reta de projegao
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e v é a direcao de projecao. Como estes vetores nao sao paralelos temos que
[ é uma base.

Dado um vetor w escrevemos w na base 3: w = zu + yv. Entao consi-
deramos a transformacao definida como

S(w) = zu.

Deixamos como exercicio verificar que S é uma transformacao linear. Ob-
servamos que esta “nova” transformacao linear S coincide com a 7' definida
anteriormente. Para isso lembre que duas transformacoes lineares sao iguais
se, e somente se, elas coincidem em uma base. Portanto é suficiente observar
S e T coincidem na base 3. Veja que u = 1u+0v e pela definicao S(u) = u.
Veja também que v = 0u + 1v e pela definicao S(v) = 0. Portanto,

S(u) =u="T(u), S(v) =v="T(v).

1.3 Projecao em um plano 7

Estudaremos agora a transformacao linear projecao em um plano m de R3 na
dire¢cao do vetor v, onde o plano contém a origem e o vetor v nao é paralelo
ao plano.

Esta transformacao é definida como segue. Considere o plano de projegao
7 de equacdo ax + by + cz = 0 e o vetor v = (vy,v9,v3) que determina a
direcdo de projecio. A imagem do vetor u = (uy,us, u3) é o vetor OP, onde
P ¢ a intersecao da reta s de equacao paramétrica

s: (uy + tvy, ug + tvg + uz + tvs), tER,

eoplano m: az+by+cz = 0 (equagdo cartesiana). Determinaremos o valor
de t que fornece o ponto de intersecao,

a(up +tvy) +b(ug +twvy) +c(ug+twvs) =0,

logo,
t(avy +bvy + cvg) = —(auy + buy + cus),
isto é,
~ —(auy +buy + cus)
 avi 4 bug+cvy
Observe que se verifica avy + bvy + cvz # 0, isto decorre do fato da direcao
de projegao ndo ser paralela ao plano de projecao, ou seja (vq,v2,v3) Nao
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é ortogonal ao vetor normal n = (a,b,c¢) do plano (isto é, 0 # (vy,vg,v3) -
(a,b,c) =awvy +buvy + cvz). Logo
T(ur,uz,uz) = (1= (giesas) W — Gorrtosran) W2 — (aorgooran) Uss

avy+bva+cus avy+bva+cus avy+bva+cus
_(—_ava _(bva _(—_cva
) (av1 +bva+-cug ) U1 + <1 ( avy+bvo+cus ) U2 ( avy+bvo+cus ) us,

—(—avs —(—bvs —(—cvs
) (am +bva+cug ) U1 (am +bva+cug ) U2 + <]' (avl +bvo+cvus ) Ug) :
Pela discussao acima, 7' é uma transformacao linear.

Como nos casos anteriores esta projecao pode ser obtida como segue.
Considere uma base 8 = {uy,us,v} de R? tal que {uy,us} é uma base do
plano 7 de projegao e v é a direcao de projecao. Como a direcao v nao é
paralela a plano temos que 3 é uma base.

Observe que podemos usar o critério do produto misto para ver que (3 é
uma base:

(up X ug) - v #0,
pois
UL XUy =N

onde n é o vetor normal do plano. Temos que n - v # 0, pois caso contrario
v seria paralelo ao plano.

Dado um vetor w escrevemos w na base 3: w = x1uj + 2 us +yv. Entao
consideramos a transformacao definida como

S(w) =z uy + yus.

Deixamos como exercicio verificar que S é uma transformagcao linear. Ob-
servamos que esta ‘nova’ transformacao linear S coincide com a T definida
anteriormente. Como no caso das projecoes em uma reta lembramos que
duas transformacoes lineares sao iguais se, e somente se, elas coincidem em
uma base. Portanto é suficiente observar S e T' coincidem na base (3. Veja
que u; = 1u; +0uz0v e pela defini¢ao S(uq) = u;. Analogamente temos que
S(uz) = ug. Veja também que v = 0uy +0uy + 1v e pela defini¢ao S(v) = 0.
Portanto,

S(uy) =uy = T(uy), S(ug) = ug = T'(ug), S(v) =v="T(v).



1.4 Projecao em uma reta em R?

Estudaremos agora a transformacao linear 7' projecdao uma reta r de R? na
direcao do vetor m, onde a reta contém a origem e o plano m nao é paralelo
a reta e contém a origem.

Esta transformacao é definida como segue. Considere o plano de projecao
7 de equacdo ax + by + cz = 0 e o vetor v = (vy, vy, v3) diretor da reta de
projecdo. A imagem do vetor u = (u;,ug,u3) é o vetor OP, onde P ¢ a
intersecao da reta r e do plano p que contém o ponto P e é paralelo ao plano
.

Deixamos como exercicio calcular a formula explicita desta transformacao
linear. Veja que esta transformacao deixa fixos os vetores paralelos a r e
transforma no vetor zero os vetore paralelos ao plano 7.

Como nos casos anteriores esta projecao pode ser obtida como segue.
Considere uma base 8 = {uy,us, v} de R? tal que {uj,us} é uma base do
plano 7w que definie a direcao de projecao e v é um vetor diretor da reta de
projecao. Como a direcao v nao é paralela a plano temos que 3 é uma base.

Dado um vetor w escrevemos w na base 3: w = x1uy + 2 us +yv. Entao

temos que
T(w) =ywv.

1.5 Espelhamentos em retas e planos

Consideramos um plano 7 de R? que contém a origem e uma base ortogonal
B = {ni,ny,v} de R* onde {ny,ny} é uma base do plano 7.
Dado um vetor w € R? o espelhamento S de w no plano 7 é definido com
segue. Escrevemos
w=xn+yns+ 20,

e definimos
S(w) =xny +yns — zw.

Como no caso das projegoes temos que S é uma aplicagao linear (confira).
Observe que a projecao ortogonal 7" no plano 7 do vetor w é

T(w) = xny + yno.
Portanto, temos se Id é a aplicacao linear identidade temos
S(w) =2T(w) — Id(w).
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Confira os célculos.

De forma similar podemos definir o espelhamento E em uma reta r que
contém a origem. Para isso consideramos uma base ortogonal {v, vy, v} onde
v é o vetor diretor da reta r.

Dado um vetor w € R3 o espelhamento E de w no plano 7 é definido com
segue:

W=TV+ YV + 2V

e definimos
S(w)=zv—yv, — zvs.

Como no caso das projegoes temos que S é uma aplicagao linear (confira).
Observe que a projecao ortogonal P na reta r do vetor w é

P(w) = zwv.
Como no caso dos espelhamentos em planos temos
E(w) =2 P(w) — Id(w).

Confira os calculos.

1.6 Um caso mais geral

As projecoes e espelhamentos em retas e planos estudados acima sao exem-
plos particulares do seguinte tipo de transformacoes lineares mais gerais.
Dada uma base {v1,v9,v3} de R? e niimeros reais ay, as, az, definimos T'(w)
como segue. Seja w = v + To Uy + T3 U3, entao

T(w) = aj x1v1 + as T2 V9 + a3 T3 V3.

Vejamos que T é linear. Veremos apenas que T'(w +w') = T(w) + T (w')
(v. é convidado a verificar que T'(Aw) = AT (w)). Escrevemos

/ / / /
W = T V1 + Ty V2 + T303.

Portanto
T(w'") = a1 2} v1 + as T v + az T vs.
Temos
T(w)+T(w) = (a121v1 4+ agx2v9 + agx3v3) + (a1 T} v1 + ag T ve + ag x5 v3)

= ay (x1 + ) v1 + ag (2 + 2h) vy + az (z3 + x3) V3.
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Por outro lado
w+w = (x; +x)) vy + (22 + 25) va + (23 + x3) V3.
e pela definicao de T’
T(w+w') = ay (x1 + ) v1 + ag (x2 + x5) v + a3 (x3 + x3) v3.
Portanto T'(w + w') = T'(w) + T'(w’).
No caso das projecoes em um plano temos a; = a; = 1 e ag = 0 e no

caso de projegéos em retas a; = 1 e as = az = 0. No caso dos espelhamentos
a; =ay =1eaz=—1 (em planos) e a; = 1 e ay = a3 = —1 (em retas).



