Algebra Linear I - Aula 11

1. Transformacoes lineares.

2. Exemplos de Transformacoes lineares.

Roteiro

1 Transformacoes lineares

Definigao 1 (Transformagao linear). Uma transformacao linear T' definida
de R™ em R™ (pense, por exemplo, em n e m iguais a 2 ou 3) € uma aplicagao
T: R" — R™ que verifica as sequintes propriedades:

o T(u+v)=T(u)+T(v), para todo par de vetores u e v de R",
e T(ou) =0T (u) para todo vetor u de R™ e todo nimero real o.

A definicao significa que uma transformagcao linear preserva as operagoes
de adicao de vetores e multiplicacao de um vetor por um escalar. Como
consequéncia da definicao de transformacao linear temos que

T(0) = T(0+0) = T(20) = 2T(0), T(0) = 0.

Observe que T'(0) = 0 é uma condigao necessdria para que a transformagao
T seja linear, mas esta condi¢ao nao é suficiente. Veja o seguinte exemplo, a
transformacao T

T:-R—-R, T(z)=ax?
verifica T'(0) = 0 mas, em geral, T'(z +y) # T(x) + T(y):

Tx+y) =(@+y)’ = +y* +2ry#2°+y* =T(x) +T(y),

sempre que z e y sejam os dois simultaneamente nao nulos.

Vejamos outros exemplos de transformagoes que nao sao lineares:



o T:R? - R? T(x,y) = (x+ 2,y + 1), ndo é uma transformacao linear,
pois T(0,0) = (2,1) # (0,0).

o T:R?* - R? T(x,y) = (senz,seny) verifica T(0,0) = (0,0), porém
nao é uma transformagao linear. Deixamos v. verificar os detalhes,
observamos que o fato de T nao ser linear segue de que, em geral,
sen (x + ') # sen () + sen (/).

Da definicao de transformagao linear obtemos as seguintes propriedades
(que v. deve verificar como exercicio):

Propriedade 1.1. Considere duas transformacoes de lineares T e S,
T, 5:R"— R™,
e um numero real A\. Entao

e A soma das transformagoes lineares T + S: R™ — R™, definida como
(T'+ ) (w) = T(u) + 5(u),
€ uma transformgao linear,

e O produto por um numero real X de uma transformacgao linear T', defi-
nida como (AT)(u) = X (T(u)), € uma transformagao linear.

Definigao 2 (Conjunto imagem). A imagem do conjunto V pela trans-
formacao T € o conjunto:

im(T(V)) = {w € R™ tal que eziste v € V tal que w = T(v)}.

Propriedade 1.2. Se V é um subespaco vetorial e T € uma transformac¢ao
linear, entao a imagem T (V) também é um subespago.

Em particular, a imagem por uma transformacao linear de uma reta ou
um plano que contém a origem também é uma reta ou um plano que contém
a origem ou o vetor 0.

Prova: Para provar que im(7'(V)) é um subespago considere vetores w; e
wy de im(7T'(V)). Temos que provar que w; + wy € im(7'(V)). Da defini¢ao
de imagem, existem vetores v; e vy € V tais que

w1 = T(Ul) € Wy = T(wg)



Como T' é linear:
wy +wy =T (v1) + T(v2) =T (v1 + v2).
Como vy,v9 € Ve V é um subespaco, v; + v9 = v3 € V. Portanto,
wy + wy = T(vs), vy € V.

Logo, wy + wy € im(T(V)).

Deixamos como exercicio verificar que se w € im(7'(V)) e A é um nimero
real entdao Aw € im(7T'(V)). Veja que se w = T'(v), v € V, entdo Aw = T'(Av)
onde Av € V, (complete os detalhes). O

Considere uma transformacao linear T': R? — R3. Veremos que a imagem
de uma reta r que contém a origem ¢é ou outra reta que contém a origem ou
o vetor nulo. A principio, como a imagem da reta deve ser um subespaco de
R3, a imagem da reta poderia ser um plano que contém a origem ou todo
R3. Seja v o vetor diretor da reta, entao: r: {tv, t € R}.

Seja w = T'(v). Afirmamos que T'(r) é a reta r’ que contém a origem cujo
vetor diretor é w, isto é,

' {tw, t € R}.

Observamos que se w = 0, entdao T(r) = 0 (deixamos v. conferir esta
afirmacao). Vejamos as duas inclusoes:

T(r) C r': sejau € T(r), entdao u = T(twv) para certo t. Como T é linear,
u=tT(v) =tw. Portanto, u € r’.

" C T(r): sejau € r', entao u = tw = tT(v), para certo t. Como T
é linear, u = T'(tv) = T(¢), onde (por definic¢ao) ¢ € r. Portanto,
u e T(r).

De forma anéloga temos que a imagem por uma transformacao linear de
um plano 7 que contém a origem é ou um plano ou uma reta contendo a
origem ou o vetor nulo. Suponha que o plano 7 é gerado pelos vetores v e w.
As equacoes paramétricas de 7 sao,

Tiu=tv+sw, t,s € R.

Sejam T'(v) = v e T(w) = w'’. Temos as seguintes possibilidades para a
imagem T'(7):



e um plano p: se os vetores v’ e w’ nao sao paralelos e sao nao nulos. De
fato, o plano p é o plano que contém a origem e é paralelo aos vetores
/ /
vew'.

e uma reta r: se os vetores v’ e w' sao paralelos e um deles nao é nulo
(por exemplo, v' # 0). De fato, r é a reta que contém a origem e é
paralela a v'.

e o vetor 0: se v/ e w' sdao nulos.

Vejamos, por exemplo, que se v/ = T(v) # 0 e w' = T(w) # 0 nao sao
paralelos, se verifica que o plano p paralelo a v’ e w’ que contém a origem
contém T'(7) (as outras inclusdes e os outros casos seguem exatamente como
no exemplo acima e serdo omitidos). Seja ¢ € T'(w), entao, por definigao,
existe um vetor ¢ € 7 tal que T'(¢) = ¢'. Como ¢ € m, { =tv+ sw. Como T
¢ linear,

C=TWU)=Ttv+sw)=tTW)+sT(w)=tv +sw'.

Assim, pela definigao de p, £ € p.

2 Exemplos de Transformacoes lineares

A seguir veremos alguns exemplos de transformagoes lineares (v. deve com-
pletar os detalhes).

1. A transformacao linear nula, definida por T'(u) = 0 para todo vetor w.
2. A transformacao linear identidade, T'(u) = u para todo vetor u.

3. Transformagoes de escala, T'(u) = o u para todo vetor u, onde o € R.
Se |o| < 1 dizemos que é uma contragdo e se |o| > 1 é uma dilatagao.

4. Transformacoes V: R? — R? de cisalhamento vertical e
V(z,y) = (z,ax +y)
e H: R? — R? de cisalhamento horizontal
H(z,y) = (z 4+ ay,y).

Veja a Figura 1.
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Figura 1: Cisalhamento vertical

5. Projecao ortogonal em um vetor u definida por

Veja a Figura 2.

Escreveremos P(z,y,z) em coordenadas. Podemos supor, sem perda
de generalidade que o vetor u = (a, b, c) é unitdrio. Em coordenadas
temos,

P(ZE,y,Z) = ((Z)’J,y,Z) ’ (CL,b7C)) (a,b,c) = (CLJI+by+CZ> ((l,b,C) =
= (a*xz+aby+acz,abz +b*y+bcz,acr +bey+ 2 z).

6. Reflexoes em torno dos eizos coordenados X e Y, definidas como

R(l'ay) = (xv_y)a S(:E:y) = (—:L",y),
respectivamente. Veja a Figura 3.

7. Reflexao na origem,
T(x,y) = (=, —y).



Figura 2: Projegao ortogonal

8. Dado um vetor u de R?, definimos a transformacao linear 7: R3 — R
como T'(v) = v - u (produto escalar). O fato de T ser linear segue das
propriedades do produto escalar.

9. Dado um vetor u de R?, definimos a transformacao linear 7': R?® — R?
como T'(v) = v x u (produto vetorial). O fato de T ser linear segue das
propriedades do produto vetorial.

S(u) U
p
T(u) R(u)

Figura 3: Reflexoes

Deixamos, como exercicio, verificar que as transformacoes anteriores sao

lineares.
Observe que todas as transformagoes lineares exibidas até agora sao da

forma
T(z,y) = (ax +by,cx+dy),
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no caso de transformacoes do plano no plano, e da forma
T(x,y,z) = (ax+by+cz,de+ey+ fz,gx+hy+kz),
no caso de transformacoes de R? em R3. Por exemplo, a transformacao linear
T:R* =R T(v)=vxuw,

para certo vetor w tem a seguinte forma. Suponha que w = (a, b, ¢), entao

=(cy—bzaz—bx,bxr—ay).

(SRR I
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T(r,y,2)=|z vy
a b

Finalmente, no caso da transformacao linear
T:R*—R, T)=v-u,
se o vetor u = (a, b, ¢) temos

T(x,y,z) =ax+by+cz.

Temos também que as seguintes transformagoes sao lineares:

T:R?> — R, T(z,y) =ax+by,

T: R =R, T(x,y,z) =ax+by+cz,

T:R*—>R* T(rv,y,2)=(ax+by+cz,dr+ey+ f2)
T:R*—R3 T(r,y)=(ax+by,cr+dy,ex+ fy),

onde a, b, c,d, e, f sao nimeros reais.

De fato, temos o seguinte, toda transformacao linear tem a forma das
transformacoes acima.



