Algebra Linear I - Aula 10

1. Dependéncia e independéncia linear.
2. Bases.
3. Coordenadas.

4. Bases de R? e produto misto.

Roteiro

1 Dependéncia e independéncia linear de ve-
tores

Definigao 1 (Dependéncia linear). Dizemos que os vetores

{ul,u2, .. um}

sao linearmente dependentes (l.d.) se existem nimeros reais 1,09, ...,0m,
nao todos nulos tais que

orur +ogus+ -+ o Uy, = 0.

A definicao implica que se os vetores uy, us, ..., U, sao l.d. entao algum
vetor da cole¢ao {uy,us,...,u,} pode ser escrito como combinagao linear
dos outros. Supondo, por exemplo, que o1 # 0, temos

02 Om
Uy = —— Uy — +++ — — Upp-
01 01
Portanto, u; é combinacao linear dos vetores us, . . ., Uy,.

Observe que se um vetor, por exemplo o vetor u;, é combinacao linear
dos outros vetores, entao a colecao de vetores é linearmente dependente:

UL = O U2 + + -+ + O Upy.



Observe que nao sabemos se os coeficientes oo, . .., 0, sao diferentes de zero.
Mas,
UL — O Uy — +++ — Oy Uy, = 0.

Como o coeficiente de 1y é nao nulo, os vetores sao linearmente dependentes.
Observe que qualquer colegao de vetores contendo o vetor nulo é linear-
mente dependente. Por exemplo, {u1,0,us}, temos

0=0uy,+(15)0 + 0 us.

Exemplo 1. Trés vetores coplanares de R? sdo linearmente dependentes.
(Teste do produto misto): faca operagioes de escalonamento no determinante,
o processo de escalonamento fornece a combinacao linear dos vetores igual a
zero.

Por exemplo, considere os vetores
up = (1,2,1), wu=1(2,3,1), wug=(1,0,—-1).

Consideramos o determinante escrevendo no lado o vetor que representa cada
linha:

1 2 1 Uy
2 3 1 U .
1 0 —1 us
Cada operagao com as linhas corresponde a uma operacao com os vetores:
1 2 1 (A

0 -1 -1 u2—2u1.
0 -2 =2 us — Uy

Trocando sinais nas duas tltimas linhas:

1 21 Uy
01 1| 2u; —us
0 2 2 U] — Usg
Finalmente,
1 21 Ug
01 1 2U1 — Us
0 0 0| u —uz—2(2u; —ug)

Obtemos assim,
qul —U,3—2(2’U1 —UQ) = —3U1+2U2—U3.

Observamos que dois vetores paralelos de R? sao linearmente dependentes.



Definicao 2 (Independéncia linear). Os vetores {uy,us,... Uy} sdo line-
armente independentes (l.i.) se ndo sao linearmente dependentes, isto €,
a unica forma de obter o wvetor nulo como combinacao linear dos vetores
Uy, U, . . . Uy, € tomando todos os coeficientes o1, 09, . ..,0, 1guais a zero:

opuy +0oaUs + -+ O Uy, =0

se, e somente se,
o1 =09="---=0,,=0.

Outra forma de entender a independéncia linear é a seguinte: nenhum
vetor u; pode ser escrito como combinagao linear dos outros (m — 1) vetores
Upy - o U1, Uity - - - Uy SUponhamos que

Ui = 01U+ 0+ 01 Ujm1 + Ojp1 Ui + + 00+ Oy U,y
entao,
o1ur -+ 01 Ui = U+ T Ui -+ O Uy, = 0

obtendo uma combinacao linear néao trivial (no minimo o coeficiente de u; é
nao nulo (1)) dando o vetor nulo.

Propriedade 1.1. Se um vetor v pode se escrever como combinacdo linear
dos vetores uy,us,u3 de duas formas diferentes, entao uy,us,us sao linear-
mente dependentes.

Prova: Suponha que existem numeros reais xi,Zs,T3 € y1,Y2, Y3 com
($1,$2,I3) # (yl,yQ,y3) tais que

U= T1Ul + To Uz + T3U3z = Y1 UL + Yo Ug + Y3 U3.

Logo,
(21 —y1) ur + (w2 — o) ug + (23 — y3) uz = 0.

Como (x1 — v1), (2 — y2) e (23 — y3) nao sdo todos nulos, obtemos uma
combinagao linear de nao trivial de uy, us e uz dando o vetor nulo. Portanto,
os vetores 1y, us € uz sao l.d.. O

Exemplo 2. Os vetores

e (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) sao Li..
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e (1,1,1), (1,2,2) e (1,2,3) sdo Li.

e Os vetores (1,1,1), (1,1,2) e (2,2,3) ndo sdo L.i..

e (1,1,1), (1,1,2), (2,2,3), € (0,0,1) nao sdo Li..

Temos as seguintes propriedades sobre dependéncia linear:
Propriedade 1.2.

e Um conjunto de vetores de R® com quatro ou mais vetores € l.d..

e Um conjunto de vetores de R? com trés ou mais vetores é I.d..

Prova: Vejamos o caso de R?. Consideremos um conjunto com trés vetores
Uy, Uz € U3.

Se u; e uy sdo paralelos, entao uy = ou; (por exemplo) e uy — ou; = 0,
logo os vetores sao 1.d..

Se u; e uy nao sao paralelos entao geram R%. Logo us = ou; + Bus, logo
usz — ou; — PBus = 0 e os vetores sao 1.d..

Repita este tipo de argumento com quatro vetores de R3. O

Exemplos 1. Estude se as afirmacoes a sequir sao verdadeiras ou falsas:

a) Se {vi,v2} € um conjunto de vetores linearmente dependente entio se
verifica v1 = o vy € Uy = AUy para certos numeros reais A € o.

b) Se {v1,ve,v3} € um conjunto de vetores linearmente independente também
0 € o conjunto {K vy, Kve, Kvs} para todo k ndo nulo.

c) Se {vi,va,v3} € um conjunto de vetores linearmente dependente entdo
cada vetor pode ser obtido como combinacdo linear dos outros dois.

d) Se {v1,ve,v3} € um conjunto de vetores linearmente independente também
0 € o conjunto {kv1, \vg, 0 v3} para todo Kk, \,o nao nulos.

Resposta: As afirmagdes (a) e (¢) sao falsas. Para a afirmagao (a) considere
os vetores (1,1) e (0,0), por exemplo. Para a afirmacao (c) considere v; =
(1,1,1),v3 = (2,2,2),v3 = (1,0,1). Claramente, o vetor v3 nado pode ser
escrito como combinacao linear de vy e vs.



A afirmagao (b) é verdadeira: considere uma combinacao linear os vetores
K V1, KU, K U3, que seja o vetor nulo:

O1KV1 + 09KV + 03 KVUg = 0.
Ou seja
k(o1v1 + 09 vy + 0303) = 0.

Como k # 0, temos
01V + 0903 + o3v3 = 0.

E como vy, vy € v3 sao Li., 01 = 09 = 03 = 0, logo os vetores sao l.i..
Finalmente, a afirmacdo (d) também é verdadeira, e a prova segue como

o caso anterior. Complete os detalhes. U
2 DBases
Definicao 3 (Base). Considere um subespaco vetorial W e um conjunto de
vetores Uy, Ug, . . ., Uy de W. Dizemos que

/8 - {Ul,UQ, o ,Um}

é uma base de W se

e o0s vetores de 3 geram W, isto é, todo vetor v € W pode ser escrito
da forma v = o1uy + oauy + -+ + Oy Uy, (0u seja, todo vetor de €
combinag¢ao linear dos vetores da base [3).

e 0s vetores de (3 sao linearmente independentes.

Por exemplo, os vetores

g={(1,1,1),(1,2,2),(1,3,3),(1,2,1),(2,1,1)}

geram R3, é suficiente verificar se os vetores (1,1,1),(1,2,2),(1,2,1) nao sao
coplanares

1 11 1 11
1 2 2|=]12 2|=-1
1 21 010



Porém aqueles vetores nao formam uma base pois nao sao linearmente in-
dependentes (um conjunto de mais de trés vetores de R? nao é linearmente
independente).

Observe que é possivel, obter uma base de R® a partir da colecao 3,
eliminando alguns vetores. Por exemplo,

g ={01,1,1),(1,2,2),(1,2,1)}

¢ uma base de R3. J4 vimos que sao linearmente independentes, e trés vetores
linearmente independentes geram R3.

Observamos que se acrescentamos qualquer vetor a (', os vetores geram
R3, porém nao serao linearmente independentes (justifique!), portanto, nao
formam uma base.

Observe também que se a familia de vetores f = {uy,ug, ..., uy} é uma
base de W entao, se eliminamos qualquer vetor u; da base 3, o novo conjunto
nao ¢ gerador de W. E suficiente observar que o vetor u; € W nao pode ser
escrito como combinagao linear dos vetores restantes: caso fosse escrito os
vetores de (# nao seriam linearmente independentes, e portanto nao formariam
uma base. Complete os detalhes.

Propriedade 2.1. As sequintes propriedades sobre bases se verificam:
e Uma base de R? sempre tem dois vetores.
e Uma base de R® sempre tem trés vetores.

e Uma base de um plano de R® (contendo a origem) sempre tem dois
vetores de R3.

e Uma base de uma reta de R® ou R* (contendo a origem) sempre tem
um vetor deR® ou de R

e Dois vetores linearmente independentes de R? formam uma base de R?.
o Trés vetores linearmente independentes de R formam uma base de R3.

e Dois vetores linearmente independentes de um plano m de R3 contendo
a origem formam uma base de 7.

Exemplos 2.

e £=1{i=(1,0),j=(0,1)} é uma base de R?, a chamada base canonica.
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= {i = (1,0,0),j = (0.1,0).k = (0,0,1)} € uma base de R?, a
{ (77)7J (77)7 (77)} )

chamada base canonica.

L4 61 = {(171)7(172)}7 62 - {(371)7(174)} € 63 = {(170)7<171)}7 840

bases de R?.
e 5 ={(1,1,1),(1,2,3),(1,0,1)}, B2 = {(2,1,2),(1,4,1),(3,5,0} e B3 =
{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}, sdo bases de R3.

e Os vetores (1,0,1) e (1,—1,—1) formam uma base do plano de equagdio
cartesiana m: x + 2y — z = 0.

Exercicio 1. Suponha que v = {uy,us,uz} ¢ uma base de R®. Estude se
B = {u1, us, uy + ug + uz} também é uma base de R3.

Resposta: Pela propriedade acima (trés vetores Li. de R® formam uma
base) é suficiente ver que os vetores sao linearmente independentes. Escreva

T1 Uy —|—$QUQ+£C3(U1 +U2+U3) = 0,
isto é,

(ZL’l + .733) uy + (l’z + 1’3) Ug + T3 U3 = 0.
Como os vetores u, us € uz sao l.i., todos os coeficiente de uma combinacao
linear dando o vetor zero devem ser necessariamente nulos,

r1+r3=0=122+ 13 =13

Portanto, resolvendo os sistema, r; = x9 = x3 = 0. Assim, os vetores sao 1.i.
e formam uma base de R3. O

3 Coordenadas em uma base [

Definigao 4 (Coordenadas). Considere uma base f = {uy,usz,uz} de R3.
As coordenadas do vetor v na base (3, denotada (v)g, sio (v)z = (21, X2, x3),
onde

V=21 U + Ty Us + T3 U3.



Observe que as coordenadas de v na base v = {ug, us, u1} sdo (v), =
('T27 x3, l'1>.
Idénticos comentérios valem para bases em R2.

Observamos que as coordenadas de um vetor v em uma base [ sao unicas:
se houvesse mais possibilidades de coordenadas terfamos o seguinte. Supo-
nhamos que as coordenadas de v na base (3 sejam simultaneamente (1, z2, 3)

€ (ylayQay3)- Entéo,
V=T U + Ty Uy + T3 U3 = Y1 Us + Yo Us + Y3 Us.

Portanto,
(1 —y1) ur + (v2 — y2) uz + (23 — y3) uz = 0.
Como os vetores uq, ug, u3z sao linearmente independentes, temos
r1—y1=0=22 —y2 = 23 — Y3.

Logo
Ty =Y, T2=Y2, T3=1Ys3

4 Bases de R’ e produto misto

Propriedade 4.1. Considere trés vetores u, v e w de R3. Seu-(vxw) #0
entdo o0s vetores sdo l.i.. Portanto, formam uma base de R3. O reciproco é
verdadeiro (complete os detalhes). Portanto, trés vetores de R? formam uma
base se, e somente se u - (v X w) # 0.

Exercicio 2. Determine uma base de R® formada por dois vetores paralelos
ao plano x —y — z = 0 e outro ortogonal a estes vetores.

Resposta: {(1,1,0),(1,0,1),(1,—1,—1)}. O
Exemplo 3. Considere vetores nao nulos u e v de R? tais que
(u+v)-(u+v)=(u—0v)-(u—uv).

Entao

B ={uxuv,uuv}

¢ uma base de R? formada por vetores ortogonais.
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Resposta: Da condicao (u+v) - (u+v) = (u —v) - (u — v) obteremos que
u-v = 0. Temos

(u+v)-(u+v)=uv-utu-v+v-utv-v=u-u+2(u-v)+v-v,

(u—v) - (u—v)=v-u—u-v—v-ut+v-v=u-u—2(u-v)+uv-o.
Igualando estas equacoes obtemos
u-u+2w-v)+v-v=u-u—2uw-v)+v-ov.

Isto é,
4(u-v)=0, wu-v=0.

Logo os vetores u e v sdo ortogonais (e portanto, 1.i.). Claramente u X v é
ortogonal a u e v. Logo os vetores de (3 sao ortogonais. Logo somente falta
ver que estes vetores sao l.i..

Também sabemos o produto misto de u X v, u e v é nao nulo:

(u x v) - (uxv)=|uxv>=(|u||v|sen(r/2))* # 0.

Logo os vetores nao sao coplanares. Logo sao l.i.. O argumento termina
observando que trés vetores l.i. formam uma base de R? . 0]

Exemplo 4. Considere uma base 3 = {uy, us,uz} de R3. Veja que
v = {uy, ug, uy + us + ug}

também é uma base de R®. Finalmente, sabendo que as coordenadas de v na
base 3 sio (v)g = (21,2, x3), determine as coordenadas de (v), = (y1, Y2, y3)
de v na base 7.

Resposta: Para ver que v é uma base é suficiente observar que

(U1+U2+U3)'(U1XU,2) :Ul'(U1XUQ)+UQ'(U1 XU2>+U3'(U1XU2):
= uz - (ug X ug) = uy - (ug X ug) # 0.

Onde a ultima afirmacao decorre da independéncia linear dos vetores uq, us
e uz. (Justifique cuidadosamente todas as passagens do raciocinio anterior).
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Para o célculo das coordenadas, sabemos que
v =y Uy + Y2 U + Y3 (ur +ux +uz) = (Y1 +ys) ur + (Y2 + ys) uz + y3 us.
Logo, da unicidade das coordenadas na base [3,
Ty=Y1+Ys T2=Y2tY3 € IT3=y3.

Logo
Y1 =21 — T3, Y2=2Tg— T3, Y3s=T3.

Completamos assim a resposta.
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