G1 de Algebra Linear I — 2013.2

Gabarito

1) Considere o sistema de equagaos lineares

2r4+y—2z = -2,
(%) r+yt+az =—4, a, 3 € R,
3r+y—22z =0,

e as retas de equacoes paramétricas

ri: (2t —1,-5,—t), teR,
ro: (t—1,-2t—1,5-3t), teR.

a) Determine a e § de modo que a solugdo do sistema linear em (%) seja
uma reta r. Determine uma equacao paramétrica da reta r.

b) Determine, se possivel, o ponto P de interse¢ao das retas ry e ry.

c) Considere o ponto @ = (0,—3,2) da reta ry e o ponto P de intersegao
das retas r; e r9.

e Determine um ponto R da reta r; tal que P, Q) e R sejam os vértices
de um triangulo de &rea v/45.

e Determine um ponto T tal que P, ), R e T sejam os vértices de um
paralelogramo de area 2+/45.

d) Determine, se possivel, todos os valores de a e § de modo que o sistema
linear em (%) tenha solugao tnica.




Resposta:
a) Escalonando o sistema com as operagoes elementares, permutar L, com

Ly, Ly — 3L1 e Ly, — 2L, obtemos o sistema equivalente:

rt+y+az = —4,
—y+(-1-2a)z =6, ,
—2y+ (—2—-3a)z =[+12

Fazendo L3 — 2Ly temos:

T+y+az = —4,
—y+(—=1-2a)z =6,
oz = 0.

Para que o sistema tenha como solucao uma reta precisamos que o sistema
sistema seja possivel e indeterminado (observe que os planos nao sao parale-
los). Portanto,

a=0, [A=0.

Nesse caso obtemos o sistema

x+y :_47
-y —z=6.

Assim a reta tem uma equacgao paramétrica:
r=24+t y=-6—-t z=t tekR
b) Para encontrar a intersegao entre as retas resolveremos o sistema a seguir

(observamos que os parmetros das retas so diferentes, e os denominaremos t
e s)

20 —1=s—1,
—5=—2s—1,
—t =295 —3s.

Da segunda equacgao obtemos s = 2 e da terceira t = 1. O resultado é
compativel com a primeira equacao. Logo o ponto de intersecao é o ponto
P=(1,-5,-1).



c) Observe que como R pertence a r; é da forma R = (2t — 1, -5, —t). Com
os pontos R, P = (1,-5,—1) e @ = (0, —3,2) formamos os vetores

PR=(2t—-2,0,—t+1) e PQ=(-1,2,3).

A érea do triangulo A de vértices P, (), R serd o médulo do produto vetorial
(é a drea do paralelogramo determinado pelos vetores PR e P(Q)) dividido
por dois:

. _IPRx RQ|
5 )
Logo:
i j k
(2t—2,0, —t+1)x(=1,2,3) = | 2t —2 0 —t+1 | = (2t—2,—5t+5,4t—4).
-1 2 3

Assim temos:

t—2,—5t 45,4t — 4)]|
2

Resolvendo a equacao:

9
A:H( — V45 & VA5t2 — 90t + 45 = 2V/45.

-2t +1=4,

encontramos t = 3 ou t = —1. Assim os pontos possiveis sao R = (5, —5, —3)
(t=3)e R=(-3,-51) (t=-1).

Para a segunda parte observe que o paralelogramo pedido tem lados for-
mados pelos vetores PR e PQ achados no ftem anterior. Temos entao que

PR+PQ=PT<R-P+Q—-P=T-P&T=R-P+Q.
Entao existem duas possibilidades para T’

T = (5,—5,-3) — (1,—5,—1) + (0, —3,2) = (4, -3,0) ¢
T =(=3,-5,1) — (1,=5,—1) + (0, —3,2) = (—4, —3,4).

d) Como jé escalonamos o sistema:
T+y+az = —4,
—y+(—=1-2a)z =6,

az =3,



temos que para o sistema ter solucao unica o # 0 e § € R. Nao esquecendo

de observar que os planos nao sao paralelos.

2) Considere a reta r; de equagao cartesiana

r+y—z =1,
T1:
r—y+2z =0,

a reta ro de equagao paramétrica
ro: (t+ 1,2t —1,—t), teR,
e o plano 7 de equagoes paramétricas
m: (0,t,8), t,s€R.

Determine:

a) As coordenadas do ponto de interse¢ao da reta r; e o plano .

b) Uma equagao paramétrica da reta 7.
c) A posicao relativa das retas ry e ro.

d) Uma equagao cartesiana do plano .

e) Seja p o plano paralelo a reta r; que contém a reta 5. Determine uma

equacao cartesiana do plano p.

Resposta:

a) Substituindo z = 0, y = t e z = s obtemos o sistema abaixo que determina

a interscao entre o plano e a reta:

0+t—s =1, t =1+s,
0—t+2s =0, t =2s,

2s =1+ s.



Obtemos como solucao s = 1 e t = 2. Portanto, o ponto de intersecao é

D =(0,2,1).

b) A equacao cartesiana da reta e definida por dois planos nao paralelos. Re-
solvendo o sistema encontramos equacao uma paramétrica da reta. Fazendo
a operacao elementar Ly — L temos:

r+y—z =1,
—2y+3z = -1,
Escolhendo z = t como parametro obtemos uma equacao paramétrica da reta
T -
1—t 1 +3t

= = —t, teR;
x 2 7 y 2 7 z

c) As retas

1—t 143t
1. (T,T,t), tGR, T22(8+1,2S—1,—S), s e R
tém vetores diretores v; = (—1,3,2) e th = (1,2, —1), respectivamente. Estes
vetores nao sao paralelos, assim as retas nao sao paralelas. Podem ser reversas
ou concorrentes. Resolvendo o sistema:

-t _

7 =stl

143t

5= =2s—1,

t = —s.
Usando a primeira equacao e a terceira encontramos s = —1 e t = 1. Substi-
tuindo na segunda encontramos: 4 = —6, o que é falso. Assim o sistema nao

tem solucao (impossivel). Portanto, as retas sao reversas.

d) Considere os vetores diretores @ = (0,1,0) e ¥ = (0,0,1) e o ponto
H = (0,1,1) do plano w. Fazendo o produto vetorial dos vetores u e ¥
encontramos o vetor normal do plano.

. =(0,1,0) x (0,0,1) =

O O e

j k
1 0|=(1,0,0).
0 1



Portanto, uma equagao cartesiana do plano é:
Tx=d.
Substituindo o ponto H = (0, 1,1) do plano na equagao temos:
m:x=0.
e) Temos que o plano p é paralelo aos vetores diretores das retas ry e ry |

os vetores U] = (—1,3,2) e vh = (1,2,—1). O ponto M = (1,—1,0) da reta
ro pertence ao plano. Um vetor normal do plano é

...
—
(N

i=(-1,3,2)x(1,2,-1)=| -1 3
1 2 -1

Portanto, uma equagao cartesiana de p é:
p:—Tr+y—>5z=d.
Substituindo o ponto H = (1,—1,0) na equacao temos:

p:7r—y+5z=28.

3)
a) Decida se as afirmagoes a seguir sao verdadeiras ou falsas.
i) Suponha que ||uy || = [Juz|| = 1 e que (u1+usg) e (ug —uz) sdo vetores
nao nulos. Entao os vetores (u; 4+ uz) e (u; — ug) sdo ortogonais.

ii) Considere vetores unitérios w; e wq de R3. Se wy - wy = 72 entao

le X ’LU2H = \/75

b) Determine se possivel vetores v; e v, de R3 tais que
’Ul'U2:5 € HU1><’UQ||:1.

Se tais vetores nao existem explique o porqueé.



Resposta:

a.i) Para que os vetores sejam ortogonais seu produto escalar tem que ser
igual a zero,

(U1+U2>'(U1—U2) =0 Uup-up — UL UsFUg - UL — Ug - Ug < U - UL — Ug - Ug.
Temos que os vetores sao unitarios
1= HU1H2:U1.U1, 1= HUQHQZUQ.UQ.

Logo
Ul‘ul—UQ'UQIO.
Assim os vetores sao ortogonais.

a.ii) Seja 6 o angulo formado pelos vetores w; e wy Se o produto escalar é

W1 - Wy = f e o0s vetores sao unitarios temos:
wy - wy = |Jw || ||ws]| cos b < cos O = - @ 0=m/4
Logo:
V2
[lwy X wa| = [|wi||[|ws|] sen /4 = o
b) Escolha por exemplo exemplo os vetores : v; = (1,0,0) e faga vy =

(a,b,c). Como

v - vy = (1,0,0) - (a,b,¢c) =5, a=>5.
Temos

UL X Vg = (0, —c,b).
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I
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5
Assim podemos esolher (5,0,41) ou (5,41,0), por exemplo. Obviamente
existem muitas outras possibilidades.



