P3 de Algebra Linear I — 2008.2

Data: 14 de Novembro de 2008.

Gabarito.

1) Decida se cada afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa.

e Considere uma transformacao linear 7: R® — R3 tal que existem vetores
- = .
u e w que verificam

T(W)=u e T(w)=-w,

. s — 7 . —
isto é, u é um autovetor associado ao autovalor 1 e w é um autovetor
associado ao autovalor —1.
~ —> — — .
Entdo v = W + W é um autovetor de 7" associado a 0 = 1 4 (—1).

—> - — : :
Falso. Se v" = « + w fosse um autovetor de 71" associado a 0 teriamos

—

T(V)=T(W)+T(W)="4 —w= 0.

— — .~ .= —
Portanto « = w. Uma contradigao, pois u # w.

e Sejam A e B duas matrizes 2 X 2 tais que tém o mesmo trago, o mesmo
determinante e o mesmo polinémico caracteristico. Entao as matrizes A e B
sao semelhantes.

Falso. E suficiente considerar as matrizes

(39) < s-(10)

Estas matrizes verificam



e trago(A) = trago(B) = 2,
o determinante(A) = determinante(B) = 1,

e pa(N) =pa(\) = (1 - N2

A matriz A é diagonalizdvel (!), mas a matriz B nao é diagonalizavel: pode-
mos encontrar no maximo um autovetor linearmente independente associado
a 1 (vetores paralelos a j), como 1 é o tnico autovalor nao é possivel achar
uma base de autovetores de B, logo B nao é diagonalizavel. Portanto, B e
A nao sao semelhantes (pois em tal caso, B seria diagonalizavel!).

e Seja A uma matriz 3 X 3 nao inversivel tal que 1 e 2 sao autovalores de A.
Entao o traco de A é 3.

Verdadeiro. Se a matriz A nao é inversivel o seu determinante é nulo. Como
o determinante é o produto dos autovalores contados com multiplicidade,
A = 0 é necessariamente um autovalor de A. Assim obtemos trés autovalores
de A: 0,1,2. Como a matriz é 3 x 3, todos os autovalores sao simples.
Portanto, trago(A) =0+ 1+ 2 = 3.

e Seja A uma matriz 3 x 3 diagonalizdvel. Entao existe a matriz inversa A~!

de A.

Falso. E suficiente considerar qualquer matriz diagonalizavel A com um
autovalor nulo. Como determinante de A é o produto dos autovalores (con-
tados com multiplicidade), o determinante de A é zero e portanto nao existe
a inversa de A. Considere por exemplo

1 00 0 00
A=102 0|, A=]10 0 0
0 00 0 00

o As matrizes

s
Il
o
o
o
@
Sy
Il
wo o
oo
oo~



sao semelhantes.

Falso. Temos traco(A) = 14+2+3 =6 # trago(B) =0+2+0 = 2, ¢
matrizes semelhantes tém o mesmo traco.

Prova A

Itens | V| F | N

l.a X

1.b X

l.c X

1.d X

l.e X
Prova B

Itens | V| F | N

l.a X

1.b X

l.c X

1.d X

l.e X
Prova C

Itens | V| F | N

l.a X

1.b X

l.c X

1.d X

l.e X
Prova D

Itens | V| F | N

l.a X

1.b X

l.c X

1.d X

l.e X




2)
a) Considere a base ortonormal

(7)) (www) Em w7
- \/é? ’ \/§ ) \/ﬁ’ \/ﬁ’ \/ﬁ ) \/@7 \/ﬁ’ \/ﬁ
de R3

Determine a primeira coordenada do vetor

w = (2,3166,1)

na base (3.
~ —_ ~
Observacao: as coordenadas dos vetores da base 3 e do vetor w estao
escritas na base canonica £.

b) Determine a inversa M ' da matriz M,

1

—1

NI
M_131
L VIT V1T V1T
3 -2 3
V22 V22 V22

Respostas:

7z . . —_—
(a) Como a base beta é ortonormal, a primeira coordenada x de W na base

b é
1 —1 2 1
- 273166,1 . —707— = —— — — =
7= )(\/5 ﬂ) 5
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(b) Observe que os vetores linha da matriz M

L =l L 8 1 —2 3
{%’ 7 11’\/ﬁ’\/ﬁ><@’\/ﬁ’\/ﬁ>}



formam uma baser ortonormal. Portanto, a matriz M é ortogonal e a inversa
M~1 de M a sua transposta M?:

Sl

M*t=M=1]0
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(2.a) A primeira coordenada de W na base 3 é

prova tipo A:

1
V2
prova tipo B:
3
V2
prova tipo C:
2
V2
prova tipo D:
4
V2
(2.b) A inversa de M é
prova tipo A:
1 1 3
V2 V1T V22
3 -2
M1i1=]0 — —
V11 /22
—1 1 3
V2 V1T V22



prova tipo B:
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A:

prova tipo C
prova tipo D:

3) Calcule a inversa da matriz A,




Desenvolvimento. Resposta (prova tipo A):

operagao:

operagao:

operagao:

operagao:

operagao:

operagao:

1 21 1 00
210 010
11 2 001

linha IT - 2 (linha I) e linha III - linha I.

1 2 1 1 00
0 -3 -2 -2 10
0 -1 1 -1 0 1

troca de sinal linha III e troca de linhas II e III.

1 2 1 1 0 0
0 1 -1 1 0 -1
0 -3 -2 -2 1 0

linha IIT + 3 (linha II)

1 2 1 10 0
01 -1 1 0 -1
00 =5 1 1 -3
-1/5 (linha III)
12 1 1 0 0
01 -1 1 0 -1
00 1 “1/5 —1/5 3/5

linha IT + linha IIT e linha I - linha III

6/5 1/5 —3/5
4/5 -1/5 —2/5
~1/5 -1/5 3/5

o O =
O =N
_ o O

linha I - 2 (linha II)

100 —2/5 3/5 1/5
010 4/5 —1/5 —2/5
001 ~1/5 —1/5 3/5
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Respostas:

prova tipo A:

prova tipo B:

prova tipo C:

prova tipo D:
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—2/5 3/5 1/5
4/5 —1/5 —2/5
~1/5 -1/5 3/5
2 3 1
Sl 4 -1 -2
1 -1 3
—1
2 1 L2
1 2 - 4
10 5\ 1
—1
1 2 (1
2 1 =< | -2
10 3
12\ " 1
10 —— [ -2
2 1 3

-2
4
—1
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4)
a) Considere a transformagao linear T: R* — R? definida por
T(v)=vx(1,1,1).
Determine a matriz de 7" na base

n=4(1,1,1),(1,0,-1),(1,-2,1)}.

b) Determine explicitamente duas matrizes nao diagonalizéveis B e C
diferentes tais que seus polinomios caracteristicos sejam

pe(\) = po()\) = det(B — M) = det(C — M) = (3—\)?

Resposta:
(4.a) Da definicao de T' temos

i j k
T(x,y,z) = (z,y,2) x (L) =2 y z|=(@y—z—x+z1—1y).
1 1 1

Portanto

T(1,1,1) = (0,0,0),

T(1,0,-1) = (1,-2,1),

T(1,-2,1) = (-3,0,3) = —=3(1,0,—1)
Isto é

T(1,1,1) = (0,0,0) =0(1,1,1) + 0(1,0,—1) 4+ 0 (1,-2,1),
(1,0, 1)=(1,-2,1)=0(1,1,1) + 0(1,0, 1) + 1 (1,-2,1),
T(1,-2,1) = —3(1,0,~1) = 0 (1, 1,1) — 3 (1,0, —1) + 0 (1, —2, 1).

Portanto, a matriz de T" na base n ¢é



(4.b) Temos que o unico autovalor de B é 3. Como a matriz nao é dia-
gonalizavel nao pode ter uma base de autovetores. Portanto, no maximo
podem existir dois autovetores linearmente independentes de B associados a
3. Escolheremos B exatamente com dois autovetores l.i. associados a 3. As
opcoes mais simples sao

300 300
=130, B=|o03o0
00 3 013

Observe que este método ja fornece a matriz C.
No primeiro caso, os autovetores de B (associados a 3) s@o os vetores nao
nulos do plano z = 0 e no segundo os vetores nao nulos do plano y = 0.
Finalmente, se queremos escolher uma matriz C' que nao seja semelhante
a B (isto ndo é necessario) é suficiente escolher uma matriz com no maximo
um autovetor linearmente independente associado a 3 (isto automaticamente
impede a semelhanca entre B e C', pois matrizes semelhantes tém o mesmo
nimero méaximo de vetores Li. associados ao mesmo autovalor). O caso mais
simples ¢é
300
C=1130
01 3
Os autovetores de C' sao os vetores da forma (0,0, t), t # 0.
Observe que como estamos considerando matrizes triangulares, todas as
matrizes verificam as condi¢oes do enunciado.
Obviamente, existem outras respostas. Por exemplo,

B = C =

S O W

1
3
0

w o O
oS O W

1
3
0

w = O

5) Considere a transformagao linear T': R* — R? cuja matriz na base canonica
é



5) 0 0
Tle=| 4 —4 —2
-2 12 6

a) Determine uma base 3 de autovetores de T
b) Determine a matriz F de T na base (3.

c) Encontre a matriz P de mudanca de base da base de autovetores 3 para
a base canonica.

Resposta:

(5.a) Para determinar uma base de autovetores a primeira etapa é calcular
os autovalores de 7"

5—A 0 0

PN =| 4 —4-)x =2 :(5—)\)‘
—2 12 6-A

—4-X =2
12 6— A

=G-N[(-4=-N(6-N+24=05B-N[N=-2)=
=Ab-X)(A—-2).
Portanto, os autovalores sa
A=0, 5, 2

Observe que este resultado é compativel com o trago da matriz ser 7.

A seguir calculamos os autovetores associados a estes autovetores (ob-
tendo assim a base ). Obteremos estes autovetores resolvendo os sistemas
lineares a seguir.

Autovetores associados a 5:
5—5 0 0 x 0
4 —4-5 =2 y|l =10
-2 12 6—5 z 0



Obtemos
dr—-9y—22=0, —2x+4+12y+2=0.

Conisderando a primeira mas duas vezes a segunda equagao,
15y = 0.

Logo z =2 x.
Os autovetores associados a b sdo da forma:

t(1,0,2), t#0.
Autovetores associados a 2:

d—2 0 0
4 —-4-2 =2
-2 12 6—2

ISIENS
I
o oo

Obtemos
3r=0, 4r—-6y—22z=0, —2z+12y+4z=0.

Portantox =0 e z = —3y.
Os autovetores associados a 2 sao da forma:

£(0,1,-3), t+£0.

Autovetores associados a 0:

5 0 0 x 0
4 —4 2| [y] =10
—2 12 6 2 0

Obtemos
S5r=0 4dor—4y—22=0, —2x+12y+62=0.

Portantox =0e z = —2y.
Os autovetores associados a 0 sdo da forma:

£(0,1,-2), t+£0.



Uma base de autovetores de T é:

ﬁ = {71 - (170a2)772 = (O7 1, _3)773 = (07 L, _2)}

(5.b) Observe que

Portanto,

5 0
0 2
0 0

o O O

(5.c) Observe que a matriz P é a matriz de mudanga de base da base [ para
a base canonica. Portanto, as colunas de matriz P sao os vetores da base 3:

1 0 O
0 1 1
2 -3 -2



