Algebra Linear I - Lista 10

Transfromacoes inversas. Matriz inversa

Respostas

1) Estude se existe uma matriz A tal que

ra)=(a)

para todos os valores de a, b, c e d.
f
h

= (
s=(ta) e e=(nt)

queremos A tal que AB =C'
Se B ¢ inversivel temos:

Resposta: Seja

e dadas

ABB'=CB™', A=CB\

Se B nao for inversivel temos que analisar alguns casos, o sistema fica:

ea+cf eb+fd\ (b d
ga+hc gb+hd )] \a c )’

Olhando as linhas individualmente, temos

(o) (7)=(2)
Ga)(h)=(0)



Note quem estamos considerando o caso em que a matriz B nao ¢ in-
versivel (isto é ad — bc = 0). E caso : ad — c¢* = 0 e ac — ab = 0 ou se
ad — b = 0 e dc—db = 0 um dos dois sistemas acima vai possuir infini-
tas solucoes, caso uma dessas condigoes nao seja satisfeita o problema sera
impossivel.

2) Estude se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

1.

Sejam A e B matrizes tais que AB é a matriz identidade. Entao A é
invesivel e B ¢é sua inversa.

. Seja A uma matriz 2 x 2 inversivel. Suponha que A? = 2A. Entao

det A = 2.

. Suponha que A é uma matriz inversivel. Seja B a matriz obtida a

partir de A substituindo a segunda linha de A pela soma da segunda e
primeira linha de A. Entao B ¢ inversivel.

. Se A é inversivel e AB é a matriz 0, entao B = 0.
. Se A é inversivel e AB = A3, entao B = A% e B é inversivel.

. Se A é uma matriz quadrada singular (isto é, com determinante nulo),

entao escalonando A é possivel obter uma matriz com uma linha for-
mada por zeros.

. Suponha que A é uma matriz 3 x 3 inversivel e X a matriz coluna

(x,y,2)". Entdo o sistema AX = B, B = (a,b,¢)!, tem solugao tnica.
Caso a resposta seja afirmativa, determine a solucao do sitema.

. Suponha que A é uma matriz inversivel e X é a matriz (x,y, 2)". Entao

o sistema AX = X tem solucao tnica.

Resposta:

e (item 1) Falsa. A matriz A pode ser uma matriz nao quadrada. Es-

colha, por exemplo,

b

I
N
= O
O =
o O
~_

oy

|
O = O
o O =



e veja que

10
=10,

(item (2)) Falsa. Como o determinante do produto é igual ao produto
dos determinantes e A% = (21)A (I a matriz identidade), temos

20

det(A) = det(21) = ‘ 0 9

‘:2.2:47&2.

(item (3)) Verdadeira, observe que A e B tém o mesmo determinante
(no caso, diferente de zero).

(item (4)) Verdadeira, pois se AB = C' e A é inversivel entao A™'AB =
A71C donde B = A~'C, portanto se C' = 0 matriz nula B = 0 matriz
nula.

(item (5)) Verdadeira, pois pelo mesmo raciocinio do item anterior
teriamosB = A1 A3 = A? e teriamos det(B) = det(A4)? > 0 donde A ¢é
inversivel.

(item (6)) Verdadeira, pois se considerarmos o sistema AX = 0, onde
A é a matriz nao inversivel esse sistema terd infinita solugdes. Sejam

U1 /\1
N R
Un An

onde X é uma solucao diferente da nula, Portanto:
AU+ Agvg + - 4+ Ayu, = 0.

Donde se fizermos a operacao de escalonamento definida por esses \’s
obteremos uma linha nula.

(item (7)) Verdadeira. Suponha que existam duas solugoes distintas
X; e X5. Donde AX; = B e AXy, = B, portanto A(X; — X3) =0, e
por conseguinte o problema AX = 0 possuiria pelo menos uma solugao

distinta da nula e portanto A nao seria inversivel. A solucao é da forma
X =A"1'B.



o (item (8)) Falsa. Note que se AX = X entdo (A —I1)X = 0 e esse
sistema tem soluc@o tnica apenas se e s6 se A — I for inversivel.

3) Ache a matriz inversa A~! da matriz

1 -2 -1
A= 172 1 o0
0 -1 2

Verifique explicitamente (fazendo o produto de matrizes) que a primeira col-

una de A71A é

1
0
0
Finalmente, determine a forma matricial da inversa da transformacao afim
1 -2 -1 x 1
/2 1 0 y |+ 2
0o -1 2 z 3

Resposta: A matriz A™! é

4/9 10/9 2/9
A= 2/9 4/9 -1/9
1/9 2/9  4/9

Lembre também que a inversa de uma transformacao afim T é

T = (L) — (L)' ().

Portanto,
4/9 10/9 2/9 x 4/9 10/9 2/9 1
2/9 4/9 -1/9 y | —1| 2/9 4/9 -1/9 2
/9 2/9 4/9 z /9 2/9 4/9 3

4) Encontre, quando possivel, as inversas das seguintes matrizes:

1
. B=|1
1

N DN DN

1
2
3

4



Resposta: Para a primeira matriz. Seja

2 2 2 a b c 100
2 20 d e fl=1010
2 00 g h 1 0 01
Entao, satisfaz a seguinte igualdade:
2a+2d+2g 2b+2e+2h 2c+2f+ 2 1 00
2a + 2d 20+ 2e 2c+2f =010 ],
2a 2b 2c 0 01
donde por retrosubstituicao temos:
1 1 1 1 1
=0,d=0,9g=-,b=0,e==-h=——c=—,f=—,1=0
a ) 7g 27 76 27 27C 27f 277/
Portanto, a inversa é:
0o 0 3
1 1
0 5 =3
s —3 0

Para a segunda matriz, note que a sengunda coluna é igual a primeira
multiplicada por 2, portanto, a matriz nao ¢é inversivel.

5) Determine, se possivel, a e b de forma que as matrizes A e B sejam
inversiveis:

a+b+1 3918 1457 a+b 0 0
A= 0 a—b+1 1789 |, B=| 1569 a—b 0
0 0 ab T 7894 a+0
Resposta:

e Note que o determinante da matriz simplesmente o produto da diag-

onal principal, portanto nesse primeiro caso podemos tomar a = 2 e
b=1.

e Nesse segundo caso também, inclusive os mesmos valores de a e b servem
pra esse exemplo



6)

(a) Determine a inversa da matriz

A=

[N S—
— = N
O = =

(b) Sejam B = A% e C' a matriz inversa de B, (isto ¢ C = B™'). Suponha
que
C11 Ci2 C13
C = C21 Co2 C23
C31 C32 C33

Determine o coeficiente ¢; o da matriz C'.

Resposta: Utilizaremos o método de Gauss para o cdlculo da matriz
inversa.

Inicio:

N —
— = N
O ==
o O
o = O
_ o O

Operagoes: (II-linha) — (I-linha) e (III-linha) — 2 (I-linha)

1 2 1 1 00

0 -1 0 110 |:

0 -3 -2 -2 01
Operagoes: —(II-linha) e —(III-linha) (trocas de sinal)

1 21 1 0 O

010 1 -1 0 |;

0 3 2 2 0 -1
Operagoes: (IIl-linha) —3 (II-linha)

1 21 1 0 0

010 1 -1 0 |;

00 2 -1 3 -1



Operacgoes: 1/2 (Ill-linha)

121 10 0
010 1 -1 0 |;
( 00 1 ) ( ~1/2 3/2 —1/2 )

Operagoes: (I-linha) — 2 (II-linha)

101 -1 2 0
010 1 -1 0 |;
001 ~1/2 3/2 —1/2

Operagoes: (I-linha) — (III-linha)

100 ~1/2 1/2 1/2
010 1 -1 0 .
( 001 ) ( ~1/2 3/2 —1/2 )

“1/2 1/2 1)2
Al = 1 -1 0 :
~1/2 3/2 —1/2
Observe que se B = A? entao B~ = AP A7 1A~ AL
A? (Ail Ail) —AAA T A T=ATdA ' = AA = 1d.
-

Portanto
—-1/2 1/2 1/2 —-1/2 1/2 1/2
C = 1 —1 0 1 -1 0 .
( —-1/2 3/2 —1/2 ) ( -1/2 3/2 —1/2 )
Temos

e1a = ((=1/2) (1/2)) + ((1/2) (~1)) + (1/2) (3/2)) = ~1/4— 1/2+ 3/4 = 0.

S = N

—~

o = O

Portanto,

7) Considere as matrizes

2 2 2 1 -2 b 4/9 10/9  2/9
A=[122]), B=[|a 1 . C=| -2/9 4/9 -1/9 |.
2 1 2 0 -1 2 ¢ d 4/9

o



a) Determine a inversa da matriz A.

b) Sabemos que C' = B~!. Determine a,b,c e d.

Resposta:

a) Utilizaremos o método de Gauss para o cilculo da matriz inversa.

Inicio:
2 2 2 1 00
1 2 2 010 |,;
2 1 2 0 01

Operagoes: (I-linha)/2 — e III-linha— I-linha

1 1 1 1/2
1 2 2 0
0 —1 0 -

O = O
_ O O

1

Operagoes: troca de linhas II e III, troca de sinal de II

1 11 /2 0 0

010 1 0 -1

1 2 2 0 1 0
Operacgoes: IIl-linha — I linha

1 11 /2 0 0

010 1 0 -1

011 -1/2 1 0
Operacgoes: III-linha — II linha

111 /2 0 0

010 1 0 -1

0 01 -3/2 1 1



Operacgoes: I-linha — III linha

1 10 2 -1 -1
010 1 0 -1
0 01 -3/2 1 1
Operacgoes: I-linha — II linha
1 00 1 -1 0
010 1 0 -1
001 -3/2 1 1
Portanto,
1 -1 0
A7l = 1 0 -1
-3/2 1 1
b) Sabemos que
1 -2 b 4/9 10/9 2/9 10
BC=1 a 10 -2/9 4/9 —-1/9 | =1 0 1
0 —1 2 c d 4/9 00

Fazemos as seguintes operacgoes para isolar as incognitas:

e (II)-linha de A x (I)-coluna de B;
a(4/9)—2/9=0, a=1/2,
e (I)-linha de A x (III)-coluna de B;
2/94+2/94+(4/9)b=0, b=-—1,

e (III)-linha de A x (I)-coluna de B;
2/94+2c=0, c=-1/9,

e (III)-linha de A x (II)-coluna de B;
—4/9+2d=0, d=2/9.

_ o O



