Algebra Linear I - Lista 4

Produto vetorial. Determinantes

Respostas

1) Calcule os determinantes a seguir:

1 2 -3 2 10 9 9 9
2 0 1 |, 01 21, 18 18 19
11 1 0 2 27 27 18
Resposta: Desenvolvendo pela segunda linha,
1 2 =3
20 1 — (—1)**12 ' i —33 ’+(_1)2+3 } i ‘:
11 3
=-2(6+3)—(1-2)=-1T7.
Desenvolvendo pela primeira linha,
210
01 2 :(—1)1“2‘(1) §‘+(—1)1+2 ; g‘:
1 0 2
=2(2)—(-2)=6.

Consideramos as operagoes entre linhas que nao mudam o determinante:
linha 2 - (2) linha 1 e linha (3) - 3 linha 1:

9 9 9 9 9
18 18 19 =0 0 1
27 27 18 00 -9
Agora consideramos linha 3 + 9 linha 2:
9 9 9 99 9 9 99
18 18 19|=10 0 1 (=0 0 1|=0
27 27 18 00 -9 0 00



2) Veifique que os determinantes

sin o COS « 0 sin o COS «v 1
—cos« sin « 01, —cos sin « 0
sinoe —cosa sina +cosa 1 sinoe —cosa sina +cosa 1

nao dependem de 6.

Resposta: Desenvolvendo o primeiro determinante pela terceira coluna,
obtemos sin? a + cos 2a = 1.

Para o segundo determinante procedemos analogamente. Primeiro faze-
mos uma operagao entre linhas que ndo muda o determinante (qual?)

sin o COS (v 1 sinae cosa 1
— Ccos & sin « O0|=| —cosa sinaa 0
sinaw —coso sina +cosa 1 —cosa sina 0

A seguir desenvolvemos pela tltima coluna,

sinaw cosa 1 )
) —cosa sin«
—cosa sina 0 | = . =0.
. —cosa sin«o
—cosa sina 0

3) Sem calcular diretamente, mostre que © = 0 e x = 2 satisfazem a
equacao

[
2 1 1
0 0 =5

Sem desenvolver o determinante, determine se existem outras solugoes.

Resposta: Se r = 0 temos

0 0 2
21 1
0 0 =5

Como este determinante tem duas linhas proporcionais (a primeira e a tltima)
vale zero.



Se x = 2 temos
4 2 2
21 1
0 0 -5

Como este determinante tem duas linhas proporcionais (a primeira e a se-
gunda) vale zero.

Nao existem mais solucoes: desenvolvendo o determinante inicial temos
uma equagao de segundo grau.

4) Sem calcular diretamente, mostre as igualdades a seguir:

a)

b+c c+a b+a
a b c =0,
1 1 1
b)
CL1+b1 a1—1)1 C1 aq b1 C1
a2+b2 ag—bg Co = -2 a9 bg Co
az+bs a3 —bz c3 az by c3

Resposta: Fazendo uma operagoes entre linhas (qual?)

b+c c+a b+a a+b+c b+c+a c+b+a
a b c = a b c =
1 1 1 1 1 1
1 11
=(a+b+c)|a b c|=0
1 11

Observe que o tltimo determinante tem duas linhas iguais, por isso vale zero.
Fazendo uma operagao entre colunas (qual?)

a; + b1 a1 — b1 C1 2 a, ap — b1 C1 a; ap — b1 C1
as + bg a9 — bg Cy | = 2 s A9 — bg Cy | = 2 s A9 — bg Co
as + bg as — bg C3 2 as ag — bg C3 as agz — bg C3



Finalmente, uma nova operacao entre colunas fornece

ap a;—b a —b ¢ a; b
2 as Ao — bg Cy | = 2 a9 —bg Coy | = —2 a9 bg Co
as az—bs c3 as —bs c3 az bs c3

5) Considere os vetores e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).
a) Determine e; X ey, €3 X €3, €3 X €1, €2 X €1;
b) Os vetores e; X (€1 X e3) e (€1 X e1) X eg sao iguais?
Resposta: e; x es = (0,0,1), e x e3 = (1,0,0), e3 x €1(0,1,0), ex X e3 =
(0,0, —1).

Temos e; X (e1 X eg) = (0,—1,0) e (e1 X €1) X e3 = 0 X e5 = 0, logo sao
diferentes.

6) Calcule as dreas dos paralelogramos gerados pelos seguintes vetores:
a)u=(213),v=(-1,2,-1);
b) u=(3,—-2,0), v = (—1,0,0);
c)c)u=(1,2,1),v=(3,1,-1).

Resposta: (a) 5v/3, (b) 2, (c) 5v/2.

7) Dados vetores u, v e w (ndo coplanares) mostre que u X (v X w) =
av + [w.

Suponha agora que u = (a1, by,¢1), v = (az,0,0) e w = (as, b3, 0). Prove
quea=u-wef=—u-v.

Resposta: Escreva n = (v X w), logo n é o vetor normal ao plano vetorial
7 paralelo a v e w. O vetor u x n é normal a n, logo é paralelo a v e w
(pertence a ) o que termina a primeira parte do exercicio.
Temos n = (0,0, azbs). Logo u x (v x w) = (b1bsas, —ajasbs, 0).
Resolvendo o sistema temos au + Sw = (bibsas, —ajasbs, 0) obtemos

aay + Bas = asbabs,  Bbs = —ajaqbs.



Logo 8 = —ajas = —u - v. Finalmente,
aay + Bas = asbobs,  «aas — azasa; = asbobs, = bybs + asay,

ou seja, @ = U - W.

8) Suponha que u - (v X w) = 3. Calcule

o u-(wxv),

o (vXxXw)-u,

o w-(uXxuv),

o v (uxw),

o v (w X w).

Resposta: v (wxv)=-3, (vxw) - u=3, w-(uxv)=3,v-(uxw)—3,
v (wxw)=0.

9) Mostre que para qualquer vetor v € R3, os vetores i X v, jx v e k x v
sao coplanares.

Resposta: Considere o plano (vetorial) m que contém a origem e com vetor
normal v. Como os vetores i X v, j X v e k X v sao perpendiculares a v, logo
estao no plano w. Portanto, sao coplanares.

10) Responda as seguintes questoes:

e Simplifique o méximo possivel a expressao (u + v) X (u —v).

e Considere vetores coplanares u, v, w e k. Calcule (u x v) X (w X k).
Resposta: No primeiro item temos. 2(v X u).

O produto vetorial do segundo item ¢é o vetor nulo. Seja 7 o plano paralelo
paralelo a estes vetores. Seja n o seu vetor normal. Se algum dos produtos

vetorias é o vetor nulo o resultado é o vetor nulo. Caso contrario temos
(uxv) =one(wxk)=pn,oepeR. Logo (uxv)x(wxk)=op(nxn)=0.

11) Estude a veracidade das afirmagoes a seguir:



a) Existem vetores nao nulos @ e @ de R? tais que t-w =0e u x w = 0.

b) Existe a € R tal que (1,2,2) x (a,1,a) = (0,0,0).

c¢) Considere dois vetores w e v de R? tais que wxv = 0. Entao w-v = |w]| |v].

d) Considere vetores v e w de R3. Entao
tx(txw)=@Oxv)xw=0xw=0.

e) Considere um vetor v # 0. Suponha que u X v = u X w. Entao, v = w?

Resposta: O item (a) é falso. Observe que
u-w = |u| |w| cosq,

onde a ¢ o angulo formado pelos vetores w e 4. Como o produto escalar é
zero e |u| # 0 # |w|, temos que cosa = 0. Portanto, « = 7/2 ou 27/3.
Da férmula do médulo do produto vetorial temos

|u x w| = |u| |w]| |sen a.
Como [sena| =1 se o = /2 or 37 /2, temos
| x w| = |ul [w] # 0,

pois |u| # 0 # |w].
O item (b) é falso. Observe que

ij
(1,2,2) x (a,1,a) = | 1 2 =(2a — 2,—a+ 2a,1 — 2a).
a 1

[SEN I

Para o vetor resultante ser nulo deveriamos ter (simultancamente) a = 1,
a=0ea=1/2 o que é impossivel.

Outra possibilidade é observar que (1,2,2) x (a,1,a) = 0 se e somente se
os vetores sao paralelos, ou seja (a,1,a) = 0(1,2,2), para algum o. Usando
a segunda coordenada, temos o = 1/2. Logo a = 1/2 (primeira coordenada)
e a =1 (terceira), o que é absurdo.



O item (c) é falso. A condigdo w x v = 0 implica que os vetores siao
paralelos, mas eles podem formar angulo 7, e em tal caso o produto escalar é
negativo. Por exemplo, considere os vetores u = (1,1,1) e w = (—1, -1, —1),
temos u x w =0 e

u-w=—3+%|ul|o] = v3v3 =3

O item (d) ¢ falso. Considere os vetores v = (1,0,0) e w = (0,1,0).
Temos

b x (o x @) = (1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)) = (1,0,0) x (0,0,1) = (0, —1,0).

Porém, sempre se verifica, (0 x 0) x w =0 x w = 0.

O item (e) é falso: considere v = w+u e veja que u X v = u X (w4 u) =
UXWwWH+uXu=uxXuw.



