Algebra Linear I - Lista 3

Produto escalar. Angulos. Ortogonalidade

Respostas

1) Nenhuma das expressoes a continuacdo tem sentido. Explique o que
ha de errado em cada expressao. Sejam w, v, w e n quatro vetores, o um
b ) )
numero e “-” o produto escalar.

e u-v-w=>5,

e u-v-w=n,

o (u-v)+w,

o - (u-v).
Resposta: Na primeira, u - v é um ntmero x, nao faz sentido o produto
escalar de k (um nimero) pelo vetor w. Mesmo comentério para a segunda
(em qualquer caso, o resultado de um produto escalar é um nimero, nunca

um vetor). Na terceira estamos considerando a soma de um nimero (u-v) e
um vetor. Finalmente, na tltima temos o mesmo tipo de absurdos.

2) Determine os angulos do triangulo cujos vértices sao
A=(3,2,1), B=(3,2,2) e C=(3,3,2).
Resposta: Os lados sdo paralelos aos vetores AB = (0,0,1), AC = (0,1, 1),

e BC = (0,1,0). Portanto ¢ um triangulo retangulo (os lados BC' e AB sdo
perpendiculares pois AB - BC' = 0. O angulo ¢ entre AB e AC verifica

AB-BC =1 =|AB||BC|cos ¢ = V2 cos ¢.



Ou seja o angulo e /4. Claramente o angulo que falta por calcular também
é /4.

3) Seja u = («, 5,7) um vetor unitario, onde «, 5 e y sdo nimeros dife-
rentes de zero. Determine ¢ de forma que os vetores

v=(—-pt,at0), w=(avyt,fyt —1/t)
e % sejam unitarios e dois a dois ortogonais.

Resposta: Para que os vetores sejam ortogonais seu produto escalar deve
ser nulo. Vemos diretamente que os produto escalares u-v e v-w sao sempre
zero. Por outro lado,

u-w = (a? + f%)(yt) — v/t = 0.

Portanto, (o? + 4%) = 1/t%.
Os quadrados dos médulos dos vetores sao:

o’ + 2+ o’ + 7)), e’ +5%) + 1/t
Como t*(a? + %) = 1, temos
V1 =1, P =11/t

Ou seja, as condigoes sao

1 1
a = :I:Zcosqb, 0= j:;singb, v=+1-1/t

4) Responda as seguintes questoes:

e Encontre, se possivel, dois vetores # e ¥ do plano tais que os vetores
u+ v e u— v tenham o mesmo modulo.

e Mostre que se os vetores @ e ¥ tem o mesmo moédulo entao os vetores
(u+v) e (u—v) s@o ortogonais. Usando este fato, prove que as diagonais
de um losango sao perpendiculares.



Resposta: Para o primeiro item observe que os quadrados dos médulos dos
vetores também devem ser iguais. Isto é

llu+o]? =@m+v) (u4+v)=u-u+2u-v+v-v=
lu—v|? =(u—-v)-(u—v)=u-u—2u-v+v-v.

Simplificando,
u-v=—-u-v, 2u-v=>0.

Ou seja, é suficiente que os vetores sejam ortogonais (perpendiculares). Por-
tanto, é suficiente escolher dois vetores ortogonais, por exemplo (1,1) e

(1,-1).
Para o segundo item (se os vetores u e v tem o mesmo moédulo entao
(u+wv) e (u—v) sao ortogonais) veja que
(u+v)-(u—v)=u-u—u-v+v-utuv-v.
Como u - v = v - u. Portanto,

(u+v) - (u—v)=u-u—v-v.

Como, por hipdtese, u-u = v - v, obtemos (u +v) - (u —v) = 0 e portanto os
vetores sao ortogonais.

Finalmente, para provar que as diagonais de um losango sao perpendi-
culares, considere u e v vetores paralelos aos lados do losango. Observe que
l|ul]| = ||v]| e que as diagonais s@o paralelas a u + v e u — v. Calculando o
produto escalar,

(u+v)-(u—v)=0.

Portanto, os vetores sao ortogonais.

5) Use o produto escalar para provar que o angulo inscrito em um semi-
circulo é reto. Veja a Figura 1.

Resposta: Observe que o angulo inscrito é o angulo formado pelos vetores
(u—v) e —=(v+u). Como no Exercicio 4 temos

(u—v)-—(v+u)=—uf> +v]* =0,

pois u e v tem o mesmo modulo.



Figura 1:

6) Sejam i, j e k os vetores unitérios (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Considere
o vetor v = (a, b, ¢) e defina «, 3 e v como os angulos do vetor v com os vetores
i, j e k, respectivamente.

e Determine cosa, cos 3 e cosvy (os denominados cossenos diretores de

v).
v
e Mostre que —— =

o]~ (cos o, cos 3, cos 7).

e Como consequéncia obtenha cos? o + cos? 3 + cos?y = 1.

e Considere um vetor w com cossenos diretores cosa’, cos 3 e cos7'.
Mostre que v e w sdo perpendiculares se, e somente se, cos «cosa’ +
cos 3 cos 3’ + cosycosy = 0.

Resposta: Teremos

a b c
cosqo = ——— cosff=—————, cosYy=

Va2 + b2+ 2 Va2 + b+ 2 Va+ b2+ 2
Por outra parte

v 1

o] Va2 + 02+ 2

(a,b,c) = (cosa, cos 3, cos7y).



Observe que
v
1= W = cos® o + cos? 3 4 cos? 7.
v

Para o tltimo item observe que
u-w = ||ul|||w|] = cosacosa’ + cos [ cos 3 + cosycosy,

e que este numero serd zero se e somente se cosacosa’ + cosFcosF +
cosycosy' = 0.

7) Sejam u e v dois vetores de médulo k e ¢, respectivamente. Considere
o vetor w = fu + kv. Mostre que este vetor bissecta o angulo entre u e v
(isto é, os angulos entre w e u e entre w e v sao iguais).

Resposta: Devemos ver que os angulos ¢ entre w e u e p entre w e v sao

iguais. Considere os vetores unitarios u; = u/||u|| e v; = v/||v|| e observe

que ||[lu]| = ||kv|| = €k = m. Portanto w = m(u; + v1). Isto significa que

w é a diagonal do losango de lados paralelos a u e v e de comprimento m

(fazendo um desenho v. verd que agora o resultado é intuitivamente claro).
Usando produto escalar:

w-up = mup +vr) - up =m(l+ o1 - ur) = |Jw|| cos .
Portanto,
1
cos ¢ m(1l+uy - vy)
[|wl]
Analogamente,
w- v =muy +v1) - vy =mug - vy + 1) = ||w]| cos p.
Portanto,
m(l + Uy - Ul)
cosp=————>
[|wl]

Logo os dois angulos sao iguais.

8) Considere dois vetores u e v nao paralelos. Verifique que os vetores

v=u/|u|| e vV=v—(v-u)u

sao ortogonais.



Resposta: E suficiente escrever

u v :ﬁ~(v—(v-LH)i|:L(u-v)—m(%u)(u-u):

—e

. [lu
U= s(v-u

|u

9) Considere trés vetores eq, e; e ez de R? tais que
ler||I=llex||=]les]|[=1 e e -ea=e1-€3=e9-e3=0.
Sejam u e v vetores em R3 tais que
u=3e;+4ey, |[v]=5 e v-e3#0.

Utilizando estas informagoes, calcule o angulo entre os vetores u+v e u — v.
O que pode dar errado se v-e3 =0 7?

Resposta: Veja que ||ul| =5 = [|v]| e que
(u+v) - (u—v) = |[ull* = |Jv]|* = 0.

Observe que a condigao ez - v # 0 implica que u # v. Portanto, se e3-v =0
poderiamos ter u —v =0ouu+v =0

10) Considere u, v e w vetores nao nulos, com u - v = u - w. Mostre por
um exemplo que nao necessariamente temos v = w .

Resposta: E suficiente considerar u = (1,0,0), v = (0,1,0) e w = (0,0,1).
Temos u-v = u-w e v # w. Também poderimos escolher u = (1,0), v = (
ew = (0,—11).

11) Considere os vetores u = (1,1) e v = (—5,9). Ache um vetor nao
nulo w = au tal que o vetor (v — w) seja ortogonal ao vetor w.

Resolva agora o mesmo problema no caso geral: considere vetores nao
nulos u, v e w = au. Determine o para que o vetor (v — w) seja ortogonal
ao vetor u?

Resposta: Temos (v — w) = (=5 — a,9 — «). Para que este vetor seja
ortogonal a (1, 1), devemos ter (—5—«, 9—«)-(1,1) = 0, isto é, =5b—a+9—a =
0, a=2.



Para o caso geral veja que o = u - v/||ul||?.

12 Os quatro vértices a seguir determinam um tetraedro regular: A =
(0,0,0), B=(1,0,1), C =(0,1,1) e D = (1,1,0). Se E é o ponto médio do
segmento BC, determine qual dos angulos AED ou CBA é o menor.

Resposta: Para calcular CBA fazemos

BC-BA =(-1,1,0)-(=1,0,-1) =1 =
=||BC ||||BA||COSCBA—QCOSC’BA

Ou seja o angulo é 60 graus.
Veja que E = (1/2,1/2,1). Como antes, para calcular AED fazemos
EA-ED = (-1/2,-1/2,-1)-(1/2,1/2,-1) =1/2 =
= [|EA||||EB||cos AED = 6/4cos AED.

Ou seja cos AED = 1/3. Como 1/3 < 1/2 temos que o angulo C'BA é menor.

13)Um vetor unitario v forma com o eixo coordenado OX um angulo de
60° e com os outros dois eixos OY e OZ angulos congruentes. Calcule as
coordenadas de v.
Resposta: Temos que o vetor v = (a, b, ¢) e ||v|| = 1. Fazendo

(a,b,c).(1,0,0) = (1)(1) cos 60°
temos a = 1/2. Os angulos do vetor v com os eixos OY e OZ sao iguais, logo:
(1/2,b,¢).(0,1,0) = cos f =cosp = (1/2,b,¢).(0,0,1)

Assim b = ¢ e como o vetor v tem norma igual a 1:

v/1/4+ 024+ 02|| =1

V6
b=+—
4
. Teremos entao o vetor
1 6 6
_ (L V6 V6
2 4 4



