G4 de Algebra Linear I — 2011.2
Gabarito

Questao 1) Considere a transformagio linear A: R* — R? cuja matriz
na base canonica é

11
A=[11
11
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a) Determine uma base ortonormal 5 de autovetores de A.
b) Determine a matriz de A na base [ escolhida no item (a).
c¢) Determine a matriz de A® na base 3 escolhida no item (a).

d) Determine uma base v da imagem de A tal que todo vetor da base 7 seja
unitério.

Resposta: Comegaremos calculando os autovalores de A. Como o deter-
minante de [A] é nulo (todas as linhas sao iguais) 0 é um autovetor de A
(o determinante é o produto dos autovalores contados com multipicidades).
Observe que os autovetores associados a 0 verificam

1-0 1 1 x 0
1 1-0 1 yl=10
1 1 1-0/ \z 0

Obtemos o sistema
r+y+z=0.

Portanto, existem dois autovetores linearmente independentes associados a 0.
Logo a multiplicidade do autovalor 0 é 2 ou 3. Observe que se a multiplicidade
fosse 3 teriamos que o trago de A seria

0+0+0=04#3.



Logo a multiplicidade de 0 é 2. Assim obtemos que o terceiro autovalor A de
Aé
0+0+A=3, A=3.

Observe que v. poderia ter usado o polinémio caracteristico.
a) Como a matriz é simétrica o vetor (1,1, 1) normal do plano z +y+2z =0
¢ um autovetor de A (necessariamente associado a 3). Os vetores do plano

x+y+ 2z = 0 s@o autovetores de A. Temos assim que (1,1,1) e (1,0, —1) sao
autovetores de A. Portanto,

(1,0,—1) x (1,1,1) =
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é outro autovetor (associado a 0). Logo

{(1,1,1), (1,0,—1), (1, -2, 1)}

é uma base ortogonal formada por autovetores de A. Para obter uma base
ortonormal é suficiente normalizar (“dividindo” os vetores pelos médulos V3,
V2 e V6, respectivamente), obtendo a base

g = e (1.0, 1) B (1. —
B:{ul—\/g(l,l,l), 75 (1,0, =1), 1= (1 2,1)}.

b) Temos

Logo

300\ /300\ /300 /300\ /300
([Alp)>=10 0 of [o 0o o] [oo0o0] oo of[oo00]=
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d) A imagem de A é gerada pelos vetores A(i), A(j) e A(k). Temos
() = AG) = A = (1,1,1).

Logo uma base da imagem é {(1,1,1)}. Agora é suficiente normalizar para

obter a base 7,
_ 1
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Questao 2)

a) Considere uma transformagao linear A: R? — R? que
® nao possui inversa,
e nao ¢é diagonalizavel e

e a matriz de A na base canonica é
1 a
[A] = (b c)’ a,b,c €.

Sabendo que (1,1) é um autovetor determine a, b e c.

b) Considere uma transformacao linear B: R® — R3 cuja matriz [B] na base
canonica é simétrica e tem tragco 3. Sabemos que

B(1,0,—1) =2(1,0,-1)
e que a imagem de B é o plano
imagem(B) = {v = (2,9,2) ER*: x +y + 2 = 0}.
Determine uma base ortonormal § formada por autovetores de B.

Nota: as coordenadas dos vetores estao escritas na base canonica.




Resposta:

a) Como a matriz ndo possui inversa 0 deve ser um autovalor. Como nao
é diagonalizavel 0 deve ter multiplicade dois (caso contrario a matriz teria
dois autovalores diferentes e seria diagonalizavel). Portanto o trago de A é

0+0=1+¢, c=-1.

Finalmente (1,1) é um autovalor (associado a 0), portanto

02 0)-6)-0)
=1 01)-

b) Como a imagem é um plano 0 deve ser um autovalor. O autovalor
associado a 0 é o vetor normal do plano z+y+ 2z = 0, o vetor (1,1,1). Como
a matriz é simétrica, o autovetor v associado a 1 (note que como o traco é 3
temos que a soma dos autovalores deve ser 3, logo 24+0+A =3 e A = 1) deve
ser perpendicular aos autovetores (1,1, 1) associado a 0 e (1,0, —1) associado
a 2. Assim deve ser paralelo a

Logo

k
~1| = (1,-2,1).
1

(1,0,—1) x (1,1,1) =

— =
— O

Exatamente como na primeira questao da prova obtemos uma base ortonor-
mal formada por autovetores,

1 1 1
b= {ﬁ (1,1,1), 7 (1,0, -1), 76 (1, -2, 1)}

Questao 3) Considere o sub-espaco vetorial W de R3 definido por

W={v=(x,y,2): 2 —y+22=0}



e as bases ortonormais v de W e n de R?

2 —1 1 5) 2
T {<ﬁ0ﬁ> <\/% V30 30>}

_{<LLL) (L—_10> (LLﬁ)}
77 \/g? \/§7 \/g Y \/57 \/57 7 \/67 \/67 \/6 *
a) Determine as coordenadas do vetor v = (—1,3,2) € W na base 7.

b) Determine uma base ortonormal a de R* que contenha os vetores da base
7.

c¢) Considere a transformagao linear 7': R* — R? cuja matriz na base 7 ¢

[T]n =

o O O
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Determine a diagonal da matriz de 7" na base canonica.

Nota: as coordenadas dos vetores estao escritas na base canonica.

Resposta:

a) Escrevemos
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¢) A matriz [T] de T na base candnica é obtida como o produto

b) O terceiro vetor da base a é

(-1.3.2)- (
Logo as coordenadas na base v de (—1, 3, 2) sao

Analogamente,
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onde * representa nimeros que nao sao necessarios de calcular (estamos in-
teressados na diagonal). Observe que o trago da matriz final é zero, compati
vel com os dados do problema ([T, tem trago zero).

Questao 4) Considere o sistema linear de equagoes

rT+y+z=1,
r+2y+3z=1,
r+3y+az=>o.

a) Encontre os valores de a e b para que o sistema tenha solugao tnica.
b) Encontre os valores de a e b para que o sistema tenha infinitas solugoes.

c) Encontre os valores de a e b para que o sistema nao tenha solugao.

Resposta: Escalonando o sistema obtemos

r+y+z=1,
y+22z=0,
2y+(a—1)z=0b—-1,

r+y+z=1,
y+2z=1,
(a—5)z=0b—1,

a)a#bebeR.
b)a=5eb=1.

c)a=5eb#1.



