P4 de Algebra Linear I — 2009.2

Gabarito

Questao 1)

Consider o plano 7 de equagao cartesiana = + 2y + z = 1. Ache a equagao
cartesiana do plano p, perpendicular a m e contendo os pontos (2,0,—1) e
(1,1/2,-1).

Resposta: Um vetor normal ao plano 7w é (1,2,1). Notando q/ os pontos

dados pertencem ao plano 7 (satisfazem a sua equagao), segue que p deve
conter a reta ligando estes dois pontos e que tem vetor diretor (1,—1/2,0).
Assim um vetor normal a p é dado por

(1,2,1) x (1,-1/2,0) = (1/2,,1,-5/2),

ou ainda (1,2, —5). Logo a eq. de p é da forma x + 2y — 5z = d e para achar
d basta substituir, e.g., o pto. (2,0,—1), dando:

d=2+5=7

Finalmente, p: x4+ 2y — bz = 7.

Questao 2)

Determine a matriz na base canoénica da transformacao linear 7' : R? —
R?, que tem autovalores —2 e 3, associados aos autovetores (3,1) e (—2,1),
respectivamente.

Resolucgao:
Seja B ={(3,1),(—=2,1)}. Entao

[T)can = P [T]g P71,



onde
-2 0
[T]B—<O 3)76
3 =2
r=(1 7).

¢ a matriz de mudanca da base B para canodnica, cuja inversa é:

Pt =(1/5) <_11 ;) :

Assim,

el ) (@Y (4D (4

Questao 3)

Decida se as afirmacoes abaixo sao falsas ou verdadeiras.
— = — — — ~ = —
(a) Se W x ¥ = U x W para todo u € R3 entdo v = .
ﬁ
w

(b) Se {W, v, w} é conjunto L.I., entdo { + v, ¥ + 0,
é L.I.

+ 7'} também

(c) Para toda transformagao linear T': R® — R?, o conjunto
é
V={7 e€R3: T(V)= 0} ésubespaco vetorial.

Resolucao:

ﬁ
(a) Se W x v = W x W, para todo u € R3 entdo w x (v —w) = 0, para
todo W € R?, logo ¥ — W teria de ser paralelo a todo vetor de R3, o que s6
é possivel se ¥ — w = 0. Afirmativa portanto é verdadeira.



(b) Suponha que (@ + V') + B3(V + W) +(

RN
(%

(@a+NU +(a+B)V +(B+7)

donde segue, por independéncia linear que:

a+vy=0
a+p3=0
f+v=0

cuja tnica solucao é (0,0,0). Logo, a afirmativa é verdadeira.

(c) Sejam ', ¥ elementos de V. Entdo, T(w + ©) = T(W) + T
0+0=0.0u seja, W + v € V. Também temos: T(A\W) = AT (W) =
ou seja, para todo A € R, temos Aw € V.

Logo, afirmativa verdadeira.

Questao 4)
Considere a transformacao linear S cuja matriz na base canonica é
5 4 3
-1 0 -3
1 -2 1

Sabendo que A\; = 4 é um autovalor de S:
(a) Ache os outros autovalores Ay e A3.
(b) S é diagonalizavel? Explique.

(b) Ache, se possivel, uma base B na qual a matriz de S é

-2 3 4
0 4 2
0 0 4

Resolucgao:

(a) Chamando de M = [S]can, temos que

traco(M) =6 =4+ Ag + As.



Também temos

Assim, temos o sistema:

/\2 + /\3 =2

)\2)\3 — —8,
de onde tiramos

A2—§:2:>)\§—2)\2—8:0.
A2

As raizes desta eq. do 20. grau sao —2 e 4. Como Mg, A3 aparecem
simétricamente na eq. acima, podemos tomar A\; = Ay = 4 (autovalor duplo)
e )\3 = —2.

(b) Calculemos os autovetores de M. Temos, para \; = Ay = 4, o sistema,

1 4 3 x 0
1 -4 =3|. |y|l= |o],
1 -2 -3 z 0
ou seja:
r+4y+32=0
r—2y—32=0,
logo 2 = —y e © = z, e os autovetores sao da forma (¢,—t,t) = t(1,—1,1),

para t # 0. Ou seja, podemos obter apenas um autovetor independente.
Como o outro autovalor é simples, também s6 conseguiremos extrair um
outro autovetor adicional, independente do lo. Logo, nao existe base de
autovetores e a transformacgao nao ¢ diagonalizével.

Como precisaremos dos autovetores associados a —2, vamos calcula-los
th.:

7 4 3 T 0
-1 2 -3 yl= |o],
1 -2 3 z 0

ou seja:

Tr+4y+32=0
x—2y+32=0,



logo x = —y e y = z, e os autovetores sao da forma t(—1,1,1), ¢/ t # 0.
(c) Buscamos uma base B = {u, v, w}, tal que

— —
w)=—-2u
S(V)=3" +4v
W) =4U + 27V + 4.

. —_ .
Assim, escolhemos w = (—1,1,1), autovetor associado ao autovalor —2.

. —
Com isso achamos v = (z,y, z), resolvendo:

5 4 3 T -3 4x
-1 0 -3 Yyl = 3 |+ 4y | ,
1 -2 1 z 3 4z

ou seja, o sistema:

r+4y+32=-3
T —2y—32=3,

que tem solugdes (¢, —t,t — 1), ¢/ t € R. Assim, podemos escolher v =
(0,0, —1).

: —
Finalmente achamos w = (x,y, z) resolvendo:

5) 4 3 T —4 0 4z
-1 0 -=3]. y| = 4 |+ 0]+ 4y |,
1 -2 1 z 4 -2 4z

ou seja:

r+4y+32=—4
T —2y—32=2,

que tem solugdes (t, —t — 1,t), com ¢ € R, e podemos tomar w = (0, —1,0).
Portanto uma base procurada é B = {(—1,1,1),(0,0,—1),(0,—1,0)}.




